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D ieu a cree les nombres, le reste est l’oeuvre 
de l’homme. 

L ’enseignement est un habit tout fait et pas 
un habit sur mesure. 

S i l’esprit d’un homme s’egare, faites-lui 
etudier les mathematiques car dans les 
demonstrations, pour peu qu’il s’ecarte, il sera 
oblige de recommencer. 

P Our l’enseignant il ne s’agit pas d’aimer ou 
de detester, il s’agit avant tout de ne pas 
se tromper. [Andre Levy] 

O N n’enseigne pas ce que l’on sait ou ce que 
l’on croit savoir : on n’enseigne et on ne 
peut enseigner que ce que l’on est. 

Q Uand une societe ne peut pas enseigner, 
c’est que cette societe ne peut pas s’en- 
seigner. [Charles Peguy] 

L a science, c’est ce que le pere enseigne a 
son fils. La technologie, c’est ce que le fils 
enseigne a son papa. [Michel Serres] 


U Ne societe qui n’airne pas ses enseignants 
est une societe qui n’a pas compris le 
defi de la mondialisation de dernain. [Valerie 
Pecresse] 

I L y a des sciences bonnes dont l’existence 
est necessaire et dont la culture est inutile. 
Telles sont les mathematiques. [Joseph Jou- 
bert] 

L es mathematiques sont une gymnastique de 
l’esprit et une preparation a la philosophie. 
[Isocrate] 

L a musique est une mathematique sonore, 
la mathematique une musique silencieuse. 
[Edouard Herriot] 

D ieu n’est pas l’eternite, il n’est pas l’infini, 
rnais il est eternel et infini. Il n’est ni la 
duree ni l’espace ; mais il a existe de tout temps 
et sa presence est partout. [Isaac Newton] 

L a vie n’est belle qu’a etudier et a enseigner 
les mathematiques. 
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Elemnents sous droits d’auteur 


CHAPITRE 


1 

Suites et series de fonctions 


1.1 Suites de fonctions 

Exercice 1.1.1 

Etudier la converge simple et uniforme des suites de fonctions sur des domaines convenables : 


1 ■ fn(x ) = 

2. f n (x ) = 

Corrige 1.1.1 

1. Etude de f n (x) = 


2n | x | 

1 + n 2 x 2 

1 

1 + nx 


3- fn{x) = n(en - 1) 
4 ■ f n (x) = n a xe~ nx 


5 - fn(x ) = 

6. fn(x) = 


1 + ax n 
sin(n.x) 


ri\/x 


2 n I x 


1 + n 2 x 2 

(a) Convergence simple sur M. On a Vn G N 
Pour x = 0, f n ( 0) = 0 done lim f n ( 0) = 0 

n — >+oo 

I I 

Pour i^O, lim / n (x) = lim „ = 0. 

n— >+oo n— >+oo 77, 

Pone la suite ( f n ) n converge simplement vers la fonction f nulle sur M definie par f(x) = 0. 

(b) Convergence uniforme sur M. 

2n I x I , 2 


Pour x = 1/n , lim 1 — ^ = lim 

n— >+oo 1 + n— >+oo 1 + 1 

uniforme sur M. 


= 1 / 0, la convergence n’est done pas 


Convergence uniforme sur I =] — oo, a] U [a, +oo[ pour a > —. 


n 


La fonction est paire il suffit de Vetudier sur [0, +oo[. On a pour tout x > 0, 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


fn(x) = 2n 


1 + n 2 x 2 — 2 n 2 x 2 
(1 + n 2 x 2 ) 2 


2 n 


1 — n 2 x 2 
(1 + n 2 x 2 ) 2 


X 

0 

1/n 

a +oo 

fn(x) 

- 

0 

+ 



1 


fn 

/ 

0 


\ 

0 


WfnWio = SUP I fn(x) |= f n (d) = — done lim WfnWio 

X £j 1 + n z a z n— >+oo 

convergence uniforme de la suite ( f n ) n sur I. 


2. Etude de f n (x) 


1 

1 + nx 


0, ce qui montre la 


(a) Convergence simple sur [0, 1]. On a Vn G N , <7„(0) = 1 et done lim f n { 0) = 1. 

n— >+oo 


Vx G]0, 1], lim f n (x) = 0 

n — >+oo 

Done la suite ( f n ) n converge simplement vers la fonction g definie sur [0, 1] par 


t( T \ = { si;x = D 
■ n ' ' \ 0, si ; x G]0, 1] 

(b) Convergence uniforme sur [0, 1]. Puisque On a Vn G N, les fonctions f n sont continues 
sur [0, 1] et la fonction limite f est discontinue sur [0, 1] alors la convergence n’est pas 
uniforme sur [0, 1]. 

x 

3- f n (x) = n(en - 1). 

(a) Convergence simple sur M. Pour x G K on a 


x 

f(x) = lim f n {x) = 

n — >+oo 


(b) Convergence uniforme sur M. 

Pour la suite x n = n, lim | f n (x n ) — f(x n ) 1= lim | n(e 1 — 2) |= +cx) / 0. Done la 

n— >+ oo n^+oo 

convergence n’est pas uniforme sur M. 

(c) Convergence uniforme sur [0,1]. Pour x G [0,1], soit 


lim n(en — 1) 
n — >+oo 

0, si x = 0 

e x/n _ ^ 

x. lim , six t^O 

n^+oo x/n 


f(x) = 


0, si x = 0 

x, si x ^ 0 


9 n{x) = I fn(x) - f(x ) I = I n(e x/n - 1) - x 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 1.1. SUITES DE FONCTIONS 

On peut. remarquer que g n (x ) = n(e x / n — 1) — x sur [0,1] (71 suffit d'etudier la fonction : 
x — > n(e x i n — 1) — x sur [0, 1]. 

Vx e]0, 1[, g' n (x) = e x / n — 1 > 0, done g n est croissante et son maximum de g n est : 

sup g n (x) = g n { 1) = n(e 1/n - 1) - 1. 

[o,i] 


Comme lim sup g n (x) = lim g n ( 1) = lim (n(e 1//ri — 1) — l) = 0, la convergence sur 

n— >-+oo jq n— >+oo n— >+oo v J 

[0, 1] est uniforme . 

4 ■ f n {x ) = n a xe~ nx , a > 0. 

(a) Convergence simple. 

Pour x > 0, lim f n (x) = lim — = — = 0, pour x = 0, lim f n ( 0) = 0 

n^+oo n— >+oo c nx n— >+oo 

et pour x < 0, lim f n (x) = lim n a xe~ nx = +oo. 

n— >+oo n— >+oo 

Done la suite converge simplement. sur [0, +oo[ vers la fonction f nulle (f(x) = 0). 

(b ) Convergence uniforme sur M + . 

On etudie la fonction g n {x) =| f n {x ) — f(x) |=| n a xe~ nx |= n a xe~ nx . 

On a f n (x) = n a e~ nx — n a+1 xe~ nx = (1 — nx)n a e~ nx . et 


f'(x ) = 0 (1 — nx)n a e nx = 0 x = — . 

n 

Done la derivee est strictement positive pour x < — , nulle pour x = — et strictement 

n n 

1 

negative pour x > — . 

n 

1 n°“ i 

Le maximum de en g n est atteint en x n = — et ce maximum est f n (x n ) = • D’ou 

n e 


n 


Ci—1 


lim sup g n (x ) = 
n ^+°° xeR+ e 


+oo, si a > 1 

1 

= < si a = 1 

e 

0, si a > 1 


Done la suite de fonctions ( f n ) converge uniformement. sur M + vers la fonction nulle. 


5- f n (x ) = 


1 + ax Ti 


(a) Convergence simple sur R. Pour x E R, 

1 

si \ x > 1 
a 

0, si | x |< 1 

1 

, si x = 1 

1 + a 

pas de limite, si x = — 1 


lim f n (x) = < 

n— >+oo 


La suite de fonctions ( fn ) n>0 convergent done sur ] — 1, +oo[ vers la fonction f definie par : 
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1.1. SUITES DE FONCTIONS 


CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


f(x) = 0 < 


a 

0, 


1 + a ’ 


si | x |> 1 
si | x |< 1 
si x = 1 


(b) convergence uniforme ] — l,+oo[. Comme les fonctions f n , pour n > 0, sont continues 
sur ] — 1, +oo[ et la fonction limite simple est discontinue sur ] — 1, +oo[ alors la convergence 
nest pas uniforme sur ] — 1, +oo[. 


6- fn(x) 


sin(nx) 

nyfx 


fn{ 0 ) = 0 . 


(a) 

(b) 


Convergence simple. 

On a pour tout x de M : 


■ sin(n.x) 


< 


1 


et 0 < lim 


1 


= 0 done la suite (f n ) 1 


Uy/X Uy/x n^+oo Uyf X 

convergence simplement sur vers la fonction f nulle M + (car lim / n ( 0) = 0) . 

n — >+oo 

Convergence uniforme sur M. 


Remarquer qu’il est difficile d’etudier la fonction g n (x ) = | f n (x) - /(x)| = 


■ sin(nx) 
nyfx 


et si 


on remplace par nimporte quelle suite x n la limite de la suite g n {x n )) est toujours nulle. On 

procede done d’une autre fagon. Remarquons que - ^ = —=h(nx) avec h(x) = - 

Uy/x y/n y/x 


et g( 0) = 0. Si on arrive a prouver que la fonction h est bornee par une constante M sur 
M la convergence sera done uniforme sur M. En effet dans ce cas on aura pour tout x £ M + 


0 <| fn(x) |< -j=. sup | h(x ) |= — , 

V n K n 

qui tend vers 0 quand n vers +oo. 

Prouvons que h est bornee : d'abord le probleme ne se pose pas sur [l,+oo[ puisque h est 

continue 0 <j f n (x) |< — 1 = < — et 

Uy/x n 


0 < sup | f n (x) |< 

X>1 


1 1 

nyfx ~ n 


» 0. 

n— >+oo 


Sur ]0, 1] h est continue et prolongeable par continuite en 0 car 

lim h(x) = lim = Bm 

X^O x — >0 y/x X— >0 X 


= 0. 


Done h est continue sur] 0, 1] et comme cet intervalle est compact (ferme borne) la fonction 
h y est done bornee, et finalement h est bornee sur M + . 


Exercice 1.1.2 

Soit la suite de fonctions (f n ) n > o definies par f n (x) = e~ nx .sin (nx) + y/l — x 2 . 

1. Montrer que la suite (f n )n> o converge simplement sur [—1,1] vers une fonction que Ton 
determinera. 

2. Montrer que, pour tout a > 0 ,la suite (f n )n> o converge uniformement. vers f sur [a, 1]. 

3. Montrer que la suite (f n )n> o converge pas uniformement vers f sur [0, 1]. 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


1.1. SUITES DE FONCTIONS 


Corrige 1.1.2 

Soit la suite de fonctions (f n )n> o definies par : f n (x ) = e~ nx . sin(nx) + Vl — x 2 . 

1. Pour tout n £ N la fonction f est definie pour i£ [- 1 , 1 ] , done le domaine definition de f n est 
Df n = [— 1, 1 \.Pour tout x £ [— 1 , 1 ] 


lim f n (x) = lim (e nx . sin(nx) + \J\ — x 2 ) = \f\ 

— >+oo n — >+oo \ / 


= V 1 , 


car lim e nx = 0 et n — » sin (nx) est bornee. 

n — >+oo 

Done la suite (f n )n> o converge simplement sur [—1,1] vers une fonction f definie par 

Vx G [—1, 1], f(x) = \/\ — x 2 . 

2. Montrons que, pour tout a > 0 ,la suite (f n )n> o converge uniformement vers f sur [a, 1]. 

Pour x G [a, 1], x > a et comme \ sin(nx) | 1, alors 

9n{x ) =1 fn{x) - f(x ) ]=] e~ nx2 .sm (nx) |< e~ na2 , 

2 2 

done 0 < sup g n {x) < e~ na , et puisque lim e~ na ~ = 0, alors lim sup g n (x ) = 0, 
a:e[a,l] rw+oo > + 00 xe[a, 1 ] 

ceci montre que la convergence est uniforme sur [a, 1] . 

3. Montrons que la suite (f n )n> o converge pas uniformement vers f sur [0, 1]. 

Pour x n = — , on a lim g n (x n ) = lim | e -1 / n .sin(l) |= sin(l) ^ 0 ,et done la convergence 

Tl n — >-+oo n — >+oo 

nest pas uniforme sur [0, 1]. 

Exercice 1.1.3 

Soit la suite de fonctions (f n )n> o definies par : 

= o. 

x + n 

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suites (f n )n> o sur [0,1]. 

2. Calculer lim f ( x 3 + 1 )f n (x)dx. 

n >+oo J 0 

Corrige 1.1.3 

1. Etudie de la convergence simple et uniforme de la suites (f n )n> o sur [0,1]. 

(a) Convergence simple sur [0, 1]. Pour tout x £ [0, 1] 


ne x + xe 


ne 


lim f n {x) = lim ' = lim = e“ 

n >+oo n >+oo x + n n >+oo n 

Done la suite (f n )n> o converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f definie par : 

Vx £ [0, 1], f(x) = e x . 


Convergence uniforme sur [0,1]. 
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ry~. p 2C I r t' P “VP 

Pour X E [0, 1], 5n (x) =| f n (x) - /(x) |=| — e x | = | 


x + n 


x + n 


2CG- | | g 

Pour x E [0, 1], g n (x) < < , done lim sup g n (x) = 0. 

x + n n n > +oo 3 , g [ 01 ] 

Ceci montre que la convergence est uniforme sur [0, 1]. 

2. Calcul de lim / ( x 3 + T)f n (x)dx. La convergence etant uniforme sur [0,1], done 

n — >+oo / n 


lim 

n >+oo 


r 0 


(x 3 + 1 )f n {x)dx= / (x 3 + 1) lim f n (x)dx = / (x 3 + 1 )e x dx 


n — >+oo 


et par integration par partie on obtient 

rl 


lim 

n — >-\-oc 


0 


(x 3 + 1 )f n (x)dx = / (x 3 + l)e*dx = 5 — e. 


Exercice 1.1.4 


Etude de convergence Soit a E M et / n (x) = n"x(l — x) n pour x E [0, 1]. 

1. Trouver la limite simple des fonctions ( f n ) n . 

2. Pour quelle valeurs de a la convergence est uniforme ? 

Corrige 1.1.4 

1. Pour x = 0 ou x = 1, lim / n (x) = 0 et pour x E] 0, 1[, on a 

n^+oo 

In (/n(x)) = a In (n) + ln(x) + nln((l - x)) = ln(n) a + + n ln((l - x)) 

L m(n] m(n) 

qui tend vers — oo lorsque n tend vers +cx) et done lim / n (x) = 0. Par suite la suie (f n )r 

n — >+oo 

converge simplement vers la fonction nulle. 

2. Pour etudier la converge uniforme on considere la fonction 

9n(x) =| fn{x) ~ /(x) = n a x( 1 - x) U \ 

On a g' n {x) = n“( 1 — x) n-1 ((n + l)x — 1) et done 

1 \ n 


Tl / 

sup I f n (x) = —II 

®e[o,i] n + 1 V 


n + 1 


e.n 


a— 1 


qui converge pour a < 1. II y a done convergence uniforme si et seulement si a < 1. 

Exercice 1.1.5 

Soit la suite de fonctions {u n ) n>1 definie par u n (x) = ~^e~ x ^ n pour x E M et n > 1. 

1. Montrer que la suite (u n ) y] un converge uniformement sur M + vers une fonction f que Ton 
determinera. 


/•+oo /»+ OO 

2. Comparer / ( lim u n (x))dx et lim / u n (x)dx. 

Jo 71 — >+oo J Q 


3. Conclure. 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


1.1. SUITES DE FONCTIONS 


Corrige 1.1.5 1. Montrons que la suite [u n j n> ] un converge uniformement snrM + vers une fonc- 

tion f que Ton determinera. 


(a) Convergence simple sur M + . On a pour tout x > 0, 


lim u n (x ) = lim — ; e x ! n = 0, 

n— >+oo n— »+oo fi 


car pour u n { 0) = 0 et pour / 0 


lim lim l - x/n 


t l 

t xx . — lim — . lim — = 0. 

n — >-+oo Ti e x ' n t—>-\-oc n->--\-oc 77, 


n— >+oo n 2 

La smte converge simplement sur M + vers la fonction nulle u. 

e —x/n x 

(b) Convergence uniforme sur M + . On a pour tout x > 0, u'(x) = — (l ), 

n z n 


x 

0 1/n +oo 

U' n {x) 

+ 0 

Un 

line 

/ \ 

0 0 


Done lim sup | u n (x)) — u(x) 1= lim — = 0, d’ou la convergence uniforme de la suite 

n— >+oo x> q n— >+oo ne 


(' U n ) 


n> 1 


sur . 


p-\-o o /*-|-oo 

2. Comparer / ( lim u n (x))dx et lim / u n (x)dx. 

J Q n— >+oo n^+oo / 0 

/»+oo /*+oo 

On a ( lim u n (x))dx = / u(x)dx = 0 et 

Jo rv^+oo J 0 


lim 

n— >+oo Jq 


+oo xe -*/n 




dx = lim n\xe x ^ n ]^°°+n [ e X ^ n dx] = lim \(n 2 \—e x ^ n ] 

n— >+oo V L J u J n— >+oo n 2 V L J 


+oo 

0 


3. Conclusion. On a done 

r»+oo 


/•H-oo /*-|-oo 

/ ( lim u n (x))dx / lim / u n (x)dx et pourtant la suite (u n [ set une suite de fonc- 

J 0 n^+oo n— >+oo Jq " - 

tions continue sur M + et converge uniformement sur M + . Oec* est. du au fait que le theoreme 
diversion de la limite et Tintegrale nest pas valable pour les integrates generalisees. 


Exercice 1.1.6 


soit ( f n ) n la suite de fonctions definies sur [0,1] par : 

n 2 x(l — nx), pour x € [0, 1/n] 

0, sinon 

1. Etudier la limite simple de la suite ( f n ) n ■ 

2. Calculer : / f n (t)dt. Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction ( f n ) n ? 

Jo 

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0. 
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1.2. SERIES DE FONCTIONS 


CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


Corrige 1.1.6 


1 


1. Pour x e]0, 1], il existe no tel que — < x , alors pour tout n > no, / n (x) = 0 — *• 0. 

no 

Pour alors x = 0, f n (x) = 0. 

Done la suite de fonction (f n ) n converge simplement vers nulle f sur [0, 1] (f(x) = 0). 

2. On a 


x x 

— n 
L 2 3 Jo 


3l 1 / n _ 2 / 1 n . _ 1 

“ U W ~~ “ 6' 

S'il y avait convergence uniforme de la suite de fonctions (/ n ) on aurait 


j - 1 D/ n r^.2 

/ f n (x)dx = / n 2 x( 1 — nx)dx = n 2 

/ o Jo 


lim / f n (x)dx = / f{x)dx = 0. 

nto+oo Jq 7 0 

Ce gni n’est pas le cas, done il n’y a pas de convergence uniforme de la suite de fonctions (fn) 
vers nulle f sur [0, 1]. 

3. Sur [a, 1] la suite de fonctions ( f n ) n converge simplement vers la fonction nulle g sur [a, 1], pour 
tout n > - <=> a > — , et. pour tout x € [a, 1] done f n (x) = 0. D’ou 

Mx e [a, 1], | f n (x) - g{x) = f n (x) |=| n 2 x( 1 - nx) |= 0. 

Done il y a convergence uniforme sur [a, 1]. 


1.2 Series de fonctions 

Exercice 1.2.1 

Soit la suite de fonctions (w„) n>1 definie par 
pour x > 0 et n > 1. 

1. Montrer que la serie un converge simplement surMA. 

2. Montrer que la serie un converge uniformement sur R + . 

3. La convergence est-elle normale sur M + ? 

Corrige 1.2.1 

1. Montrons que la serie u n un converge simplement surM + . 

La serie u n (x) est alternee. De plus on a pour tour tout x > 0 

{ lim I u n (x) 1= 0 

n — >+oo 

Vn > 1 \u n+ i(x)\ < | u n (x) 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 1.2. SERIES DE FONCTIONS 

Done d’apres le critere d'Abel des series alternee la serie u n (x) est convergente vers une 
fonction 

+oo 

S(x ) = "jP U n (x). 

n= 1 

2. Montrer que la serie un converge uniformement sur M + . 

Pour montrer la convergence uniforme sur M + on calcule 


lim sup | S n — S(x) |, 

n ^+°° z(=R+ 

n 

ou S(x) = u k (x). 

k = 1 

Le critere des series alternees nous donne meme la majoration suivante du reste de la serie 

+oo 


S n ~ S(x) | = | ^ U k {x) |< \u n+ l{x)\ < j 

k=n -\- 1 


< 


l 


n + 1)(1 + x) n + 1 


car ln(i + 1) < t pour t > — 1 et x < n + x. 

Done 0 < sup xgR + | S n — S(x) |< , et par suite lim sup | S n — S(x) 1=0. C 'est bien 

n+1 n^+oo 3 , gR+ 

que la serie converge uniformement sur R + . 

3. La convergence est-elle normale sur M + ? 

On a sup xgR + I u n (x ) |>| u n ( 1) 1= In fl H ) ~ — au voisinage de I’infini. Done il n’y a pas 

\ 2nJ 2n 


convergence normale puisque — est divergente. 

Exercice 1.2.2 


C- — 

Soit la suite de fonctions (u n ) n>1 definie par u n (x) = (— l) n — 

1. Etude de la serie E Un- 

(a) Montrer que la serie u n un converge simplement sur un domaine I que Von determinera. 

(b) Etudier la convergence uniforme sur ce domaine I. 


^ g—nx 

2. Meme questions pour la serie > v n , ou u n (x) = (— l) 71 —, 

■ 1 n( 1 + x) 


Corrige 1.2.2 1. Etude de la serie 


n 2 (l + x) 

(a) Montrer que la serie u n un converge simplement sur un domaine I que Von determinera. 
On a 


u n + i(x) 

n— >+oo | U n (x) | 


lim 


= e 


lim 


(n + 1) 2 (1 + x)) 


+oo | n 2 ( 1 + x) 


= e 
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1.2. SERIES DE FONCTIONS 


CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


D ’ apres la regie de d ’ Alebert la serie converge si e x < 1 et diverge si e x > 1 done la serie 
converge si x > 0 et diverge si x < 0. 


Pour x = 0 la serie devient y^(— l) n — qui converge d’apres la regie d’Abel. 

■ 1 n 


Finalement la serie converge simplement si et seulement si x > 0 et done I = [0,+oo[. 

(b) Etudier la convergence uniforme sur ce domaine I. 

On a \/x > 0 | u n {x) |< — ^ et ^ est convergente ( serie de Riemann). Done la serie 

n z z — ' n z 




u n est normalement convergente sur M + done uniformement convergente sur . 


2. Meme questions pour la serie oil u n (x ) = (-1) 


■ ' n( 1 + x) 

De la meme fagon on montre que la serie converge simplement sur M + . 

Dans ce cas on ne pent pas appliquer le resultat de la convergence normale puisque 


1 


1 


\/x > 0 I v n {x) |< — et y — est diverge ( serie de Riemann). 
n ' n 

On applique done le resultat du reste applique aux series alternees convergentes. En effet on a 


+00 


Rn(x) |=| ^ v k |<| v n+ i |=| 

k=n + 1 

l 


e~ nx 1 

n( 1 + x) ~ n 


Done 0 < sup | R n fx ) |< — . En passant a la limite pour n tendant vers I’infini on obtient 

a;SR+ n 

lim sup | Rn(x) |= 0, 
rw+oc xeR+ 

ce qui prouve done que la serie converge uniformement sur M + . 

Exercice 1.2.3 


Soit la suite de fonctions (un) n>1 definie par u n (x) = 


1 


„ pour x E M et n > 1. 

n z + n 6 x z 

1. Montrer que la serie un converge uniformement sur M vers une fonction f . 

2. Etudier la derivabilite de f sur M. 

Corrige 1.2.3 

1. Comme pour tout x de M, I u n (x ) |< — = et alors la serie convergence normalement sur 

n z n z 

K d'ou la converge uniforme sur M. 


2. Etudier la derivabilite de f sur 
On a pour tout x > 0, u' n {x ) = 


—2 n 3 x 


—2x 


(nx 2 + n 3 x ) 2 n( 1 + nx ) 2 

On verifie apres etude de la fonction u' n que \ u' n [x) |< ^ 


et u” (x) = 


et comme 


2(3 nx 2 - 1) 
n((l + nx) 3 ) 

^ rfij2 1(1 ^ 


8 n 3 / 2 — ' n u 

convergence normalement sur M d’ou la convergence uniforme sur Met comme les fonctions 
x — > u' n {x) sont continues sur M alors f est derivable et de classe C 1 sur M et on a : 


+oo 


Vi G 1 f'{ x) = Y 


—2x 


n(l + nx) 


2 ' 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 
Exercice 1.2.4 

+oo 1 

Soit f la fonction definie par fix ) = ) — = — 

' n z + sm nx) 

n= 2 

1. Montrer que f est continue sur son domaine de definition. 

2. f est-elle derivable sur son domaine de definition ? 

Corrige 1.2.4 1. Montrer que f est continue sur son domaine de definition. 

Soit pour tout x G M f n (x) = — -. On a pour tout x G K, — 1 < sin(nx) < 1 

n z + sin (nx) 

et n 2 > 4 done 0 < — 1 + n 2 < n 2 + sin(nx) < n 2 + 3, le domaine de definition de f n est 

^ ^ ^ 

done M. De plus — - < — =■ et comme > est converqente serie de Riemann 

n 2 + sin (nx) ~ n 2 + 3 ^ n 2 + 3 

(— k ~ — ^(+oo)) alors la serie display styleY] — - est normalement convergente 

n z + 3 n z n z + sin(ni) 

sur M d’ou la convergence uniforme sur M et comme pour tout n > 2 la fonction x —> f n (x) alors 

la fonction f est continue sur M. 

2. Derivabilite de f sur son domaine de definition. On a pour x G R, 


fn( x ) 


-ncosjnx) , ^ 

(n 2 + sin(nx )) 2 1 Jn{ ’ U rr 


Resume : 

(*) La serie f' n est normalement convergente sur R. 

- (*) Vn > 2 la fonction x — ► f' n {x) est continue sur R. 

Done la serie f' n converge vers une fonction g continue sur R definie par : 

+ OO +00 / \ 

Vx G R g(x) = V fn(x) = V nCOS ^ X de plus on a \/x G R, f'(x) = g(x). 

' ( n z + sin ms r 

n = 2 n = 2 v \ // 

Hone / est de classe C 1 sur R. 


Exercice 1.2.5 

Soit la suite de fonctions (f n ) n > o definies par : 

f n {x) = x n+1 ln(x), si x > 0, et f n ( 0) = 0; 

1. Montrer que la suite (f n )n> o converge simplement vers une fonction que Von determinera. 

2. Calculer ,pour tout n, le maximum de la fonction x — > |/ n (x)| et deduire la convergence uniforme 
de la suite (/„)„> 0 . 

3. (a) Montrer que la serie f n est simplement convergente vers une fonction que Von explici- 

tera. 

(b) La convergence de la serie f n est- elle uniforme ? 

4- (a) Montrer que la serie 1 ) n f n est simplement convergente. 

(b) Montrer que la serie 1 ) n f n est uniformement convergente (on pourra etudier le reste). 


Corrige 1.2.5 1. Montrer que la suite (f n )n> o converge simplement vers une fonction que Von 

determinera. 
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1.2. SERIES DE FONCTIONS CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


Pour x > 0 ; 


lim f n (x) 

n— >+oo 


0, si x = 0 
0, si 0 < x < 1 
+oo, si x > 1 


Done (f n )n> o converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f definie par : Vx E [0, 1], f(x) = 0. 

2. Calculer ,pour tout n, le maximum de la fonction x — ► |/ n (x)| et deduire la convergence uniforme 
de la suite (/„) n >o- 

Etude de la fonction f n . On a pour tout x E]0, 1[, f' n (x) = (n + l)x n ln(x) + x n = x n ((ra + 
1) ln(x) + l) . 

fn(x) = 0 x = e -1 / n+1 . 


X 

0 (e -1 / n+1 ) 1 

fn(x) 

- (— l/e(n + 1)) + 

fn 

0 \ -l/e(n+l)/ 0 


le maximum de la fonction x — > \f n (x)\ est done sup |/ n (x)| = — 

x in{ o,i] e ( n + 1 


qui tend vers 0 quand 


n tend vers +oo, d’ou la convergence uniforme de de la suite (f n ) n > o sur [0, 1]. 

3. (a) Montrer que la serie 1 ) n f n est simplement convergente. 

On a lim \ ^ =1 x I. D’apres le critere de d’Alembert la serie est simplement 

n — >+oo | j n yX) | 

convergente pour | x | et comme la serie converge en 0 alors son intervalle de convergence 

+00 

est [0, 1]. Soit f(x) = x n+1 ln(x ) alors 

n = 0 

0, si x = 0 

ln(x) 


f{x) = < 


si x E]0, 1[ 

1 — x 

0, si x = 1 


(b) Or lim f(x) = 1 / /( 1) done la fonction limite simple est discontinue et les fn sont 

n — >1 

continue la convergence n’est pas uniforme. 

4- (a) Montrer que la serie y~^(— 1 ) n f n est uniformement convergente (on pourra etudier le reste). 

La serie f n {x) est alternee. De plus on a pour tour tout x > 0 


f ViE [0,1], lim | f n (x) \= 0 

/ n — )-+oo 

\ Vn > 1 \f n+ l{x)\ < \fn(x) 

car 

x < 1 x n+1 <x n <^ x n+1 | ln(x) | < x n | ln(x) 


Done d’apres le critere d’Abel des series alternee la serie f n (x ) est convergente vers une 

fonction 


+oo 


S ( x ) = ^fn(x). 


n = 0 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


1.2. SERIES DE FONCTIONS 


(b) Montrer que la serie 1 ) n f n est uniformement convergente (on pourra etudier le reste). 


Pour montrer la convergence uniforme sur R + on calcule 


lim sup | S n — S(x) 

l ^+°° XSR+ 


, OU S(x) = J2f k (x). 
k= 0 

Le critere des series alternees nous donne meme la majoration suivante du reste de la serie 

+ 00 1 
I Sn - S(x) | = | ^ fk(x) \< \fn+l(x)\ < sup \fn+l(x) = , , 

fc=n+i *e[0,i] e(n + 2 

d’apres la question 2). 

Done 0 < sup xGK + | S n — S(x) |< — , et par suite lim sup | S n — S(x) |= 0. C’est 

e(n + 2 n -*+°°xm+ 

bien que la serie converge uniformement sur [0, 1]. 


Exercice 1.2.6 

On considere la serie de fonctions de terme general f n (x) = 


sin(nx) 


n° 


1. Etudier la convergence simple et uniforme M de cette serie. 

2. Etudier la convergence simple et uniforme sur M de la serie de terme general f' n . 

+oo 

3. Montrer que la fonction f definie sur M par f(x) = fn(x) est derivable sur M. 


n = 0 


Corrige 1.2.6 


1. Etude de la convergence simple et uniforme R de la serie. 

siT].( r nx') 1 1 

Pour tout x de R ? I f n (x) 1=1 « — — n, et la serie de terme general est convergente 

n 6 n 6 n 6 

sm (nx') 

(serie de Riemann), done la serie de terme general ^ — - est normalement convergente et done 




-boo 


la convergentce et simple et unuforme sur R vers une fonction f definie par f(x) = E fn(x) 


71=0 

2. Etude de la convergence simple et uniforme sur R de la serie de terme general f' n . 

_ . . cos (nx) , , . , , , , cos (nx) , 

On a \/x E R, f n (x) = k — , et la sene de terme general — est normalement conver- 

n~ ii~ 

gente et done la convergentce et simple et unuforme sur R (meme technique dans la premiere 
question). 

+oo 

3. Montrer que la fonction f definie sur R par f(x) = fn(x) est derivable sur R. 

n= 0 

D ’apres le theoreme de derivation terme a terme des series de fonctions la fonction en question 
est derivable sur R et on a pour tout igR 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


+oo 


/'(*) = E 


cos(nx) 


71=0 


n 


Exercice 1.2.7 


Pour ieK, on pose f(x) = 


+°° 


ln(nx) 

n= 1 

1. Determiner Vensemble Df de definition de f. 

2. Montrer que f est continue sitr ]1, +oo[. 

3. Calculer les limites de f en +oo et 1. 

4- Montrer que f est de classe C 1 sur ]l,+oo[ et dresser son tableau de variation. 

Corrige 1.2.7 


1. Determination Vensemble Df de definition de f. 

Pour n entier naturel non nul, on note f n la fonction x 


(~l) r 

ln(nx) 


Pour tout reel x, f(x) 


existe si et seulement si chaque f n , n E N*, existe et la serie numerique de terme general f n (x) 
converge. 

Pour n E N* et x E M, f n (x) existe si et seulement si x > 0 et x — . 

n 

Soit done x E D =] 0, +oo[\{l/n : n E N*}. Pour n > 1/x , on a ln(nx) > 0. On en deduit que 

la suite (- — - — -) est positive et decroissante a part.ir d’un cert.ain ranget tend vers 0 quand 

Mn(ra) 

n tend vers +oo. Ainsi, la serie numerique de terme general f n (%) converge en vertu du critere 
special aux series alternees et done f(x) existe. 

Le domaine de definition de f estD =] 0, +oo[\{l/n; n E N*}. 

2. Continuite de f sur ]l,+oo[. 


+oo 


( — 1)^ 

La serie est alternee et convergente le reste R n (x) = / - — -r. — r est done majoree par la valeur 

i ln (kx) 

absolue du premier termi 
Ainsi Vx > 1, | R n (x) |<| 


absolue du premier terme de ce reste. 

(-l ) n+1 


k=n + 1 


< 


i 


ln(x(n + l)) ln(n + l) 

Done lim sup | R n (.x) |< lim = 0, d’ou la convergece uniforme de la serie sur 

n— >+oo x> \ n^+oolnn+1 

]l,+oo[ et done la continuite de f sur ]l,+oo[. 

3. Calcul de la limite de f en +oo. 

Soit x > 1. Done f(x) existe. Pour tout entier naturel non nul n, ln(nx) > 0. On en deduit que 
la suite (- — - — es t decroissante. 


4n (nx) nG ^* 

Cette serie est alternee et convergente le reste R n (x) = 
valeur absolue du premier terme de ce reste. 


+2^ 

k ^ +i Hkx) 


est done majoree par la 
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D’apres la majoration du reste d’une serie alternee convergente 


(- 1) 1 

Va: >1,| f(x) |=| Rq(x) |<l t l< 


ln(x) ln(x) ’ 


et en particulier lim /(x) = 0. On pent noter de plus que pour x > 1, /(x) est du signe du 
£—>■+00 

premier terme de la serie a savoir , done Vx > 1 ,f(x) > 0. 

mx 

Calcul de la limite de f en 1. 


Quand x tend vers 1 par valeurs superieures, / n (x) tend vers a n = 


(~l) r 

ln{n ) 


. Puisque la serie 


de fonctions de terme general f n , n > 1, converge uniformement vers sa somme sur ]l,+oo[, le 
theoreme d’interversion des limites permet d'affirmer que la serie numerique de terme general 


a n , n > 2 converge et que la fonction x — > f(x) + 


1 


+oo 


+oo 


ln(x) 


f n (x) tend vers le reel 


(- + 


n = 2 


/ 1 f l) n \ 

done lim f(x) = lim ( - + . ) 

s— > 1 + x^i+ V ln(x) +; ln(n) / 


+oo 


= — oc puisque 


la serie 


(~l) w 

+ ln(n) 


— ‘ ln(n) 

n = 2 v ' 


converge. 


n— 2 v 7 72—2 

4- Montrons que f est de classe C 1 sur ]l,+oo[ et dresser son tableau de variation. 

La serie de fonctions de terme general f n , n > 1, converge simplement vers la fonction f sur 
]l,+oo[. De plus chaque fonction f n est de classe C 1 sur ]l,+oo[ et pour n G N* et x > 1, 

( 1 \ 72 j~°° j~°° / 1 \k I 

V „ \ ' -pt /™\ I D/ ( ~,\ I I \ ^ V |< 

k=n+1 x\n 2 {kx) “ ln 2 (n + 1) 


f'(x) = — v » ’ — . Le reste de la serie > f'(x) est I R' (x) 1=1 > „ , - „ 

n xln 2 (nx) 7^2 ^ 1 - 2 

et il verifie 


0 < lim sup | R' n (x) \< lim — — 

| ‘*>1 n^+oo In (n + 1) 


72 — >+00 


= 0 done lim sup | R' n (x) 1= 0. 

n->+oo X>1 


Ainsi, la serie de fonctions de terme general f n , n> 1, converge uniformement sur ]l,+oo[. 

En resume, 

La serie de fonctions de terme general f n , n > 1, converge simplement vers f sur ]l,+oo[, 

- Chaque fonction f n , n > 1, est de classe C 1 sur ]l,+oo[. 

La serie de fonctions de terme general f n converge uniformement sur ]1, +oo[. 

D’apres un corollaire du theoreme de derivation terme a terme, f est de classe C 1 sur ]l,+oo[ 
et sa derivee s ’obtient par derivation terme a terme. On a 


+5 (-1 y 


Vx > 1, /'(x) = ^ 2 . 

xln (nx) 

72=2 V J 


Pour x > 1, puisque la serie de somme f'(x) est alternee, ffx) est du signe du premier terme 
de la somme a savoir n , , . Par suite, Vx > 1, f{x) < 0 et f est done strictement 


decroissante sur ] 1 , +oo[. 


xlm(x) 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 


Exercice 1.2.8 

Fonction zeta On appelle fonction ( de Riemann la fonction de la variable s E M definie par la 
formule 


+oo 

c(®) = Y 

n = 1 


i 

n x 


1. Montrer que ( est definie et de classe C°° sur ]l,+oo[ 

2. Etudier la monotonie et la convexite de la fonction £. 

3. Determiner lim C(x) 

x— >+oo 

4- En exploitant I’inegalite de Cauchy- Shwartz etablir que la fonction x — > ln(£(x)) est convexe. 


Corrige 1.2.8 

1. C est bien definie sur ]l,+oo[ en tant que serie de Riemann. La fonction f n definie par : 


1 


f(p)/^ _ (~ ln ( n )) P 


fn(x) = — est de C°° sw ]l,+oo[ et fn (x) = 

n x n x 

, , (ln(n)) p 

Pour tout a > 1 on a sur ]a, +oo[, fn \x) < 


, pour tout x > 1. 


done sup 

U ]a,+oo[ 




< 


(ln(n)) ? 


n u 


Pour p e]l,a[, n p . sup / ^ tend vers 0 lorsque n tend vers linfini, done V"' sup ///'•’ 

]l,+oo[ ]l,+oo[ 

converge d’oii la convegence normale de E f n • 

II en decoule fn ^ converge simplement sur ]1, +oo[ et Y^ fn converge uniformement sur tout 


+oo 


segment inclus dans ]l,+oo[. Done la somme C,{x) = Y^ ~ es t de classe C°° sur ]l,+oo[. 

n = 1 

+°° _ W n ) 

2. On a pour tout x > 1, ('(x) = Y^ — < 0, done ( est decroissante. 


n = 1 


+oo 


(ln(n)) 2 

De plus C"( x ) = Y^ ~ — > 0 done ( est convexe. 


n=l 


n 


3. / fn converge uniformement sur ]2,+oo[ et lim f n (x) = 1 si n = 1 et 0 sinon done 

J x— >+oo 


lim C( x ) = 1- 
x— >-+oo 


4- Le signe de lnf^fa;)) set celui de zeta(x)(" (x) — (('( x )) 2 . Or ^ = Y' — To- TTo - ^ 

/ ^ 79 X / 79 X / A 7~)X / Z 

Vinegalite Cauchy-Shwartz donne 


n=l 


n= 1 


N 

E 

n = 1 


— ln(n) 


vr 


N 9 N / , / \ \ o 

< (- In (n)) 

— n x n x 

77 .— 1 71—1 


Done pour N tendant vers Vinfini, (£ / (x)) 2 < £( x)Cf'(x ). 
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CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 
hhcercice 1.2.9 

Soit f la fonction definie par : 


/w = v .'” 1 " 1 


n= 1 


n 


1. Donner le domaine de definition de f. 

2. Montrer que f est de classe C 1 sur ] — 1, 1[. 

3. Calculer f'(x) et en deduire que f(x) = arctan 


xsin(;c) 

1 — x cos(x) / 


Corrige 1.2.9 


1. Pour x G] — 1, 1[ et n entier naturel non nul, posons f n (x) = x‘ 


sin(nx) 


n 


Soit x G] — 1,1[. Pour n entier naturel non nul, \ f n (x) |<| x \ n . Or, la serie geometrique de 
terme general \ x \ n , n > 1, est convergente et done la serie numerique de terme general f n (x ) 
est absolument convergente et en particulier simplement convergente sur ] — 1, 1[. On en deduit 
que f(x) existe pour x G] — 1, 1[. Done Df =] — 1, 1[. 

2. Soit a G]0, 1[. Chaque f n , n > 1, est de classe C 1 sur [—a, a] et pour x G [—a, a], 


f' n {x ) = x n 1 sin(n.x) + x n cos (nx). 


Pour x G [—a, a] et n > 1, 


| f'n{x) \<a n - l +a n <2a n ~ l . 

Puisque la serie numerique de terme general 2 a n ~ 1 ,n > 1, converge, la serie de fonctions de 
terme general f n , n > 1, est normalement et done uniformement sur [—a, a]. 

En resume 

- (*) la serie de fonctions de terme general f n , n > 1, converge simplement vers f sur [—a, a], 

- (*) chaque fonction f n , n> 1, est de classe C 1 sur [—a, a], 

- (*) la serie de fonctions de terme general f n converge uniformement sur [—a, a]. 

D 'apres le theoreme de derivation terme a terme, f est de classe C 1 sur [—a, a] pour tout reel a 
de ]0, 1[ et done sur ] — 1, 1[ et sa derivee s’obtient par derivation terme a terme. 


+oo 

Vx G — 1, 1 [, f'(x) = ,T n ~ 1 sin (nx) + x n cos (nx). 

71 = 1 


3. Pour x G] — 1, 1[ ; 


f\x) = Yx 


+oo 


. 71 — 1 


71=1 


sin(nx) + x n cos (nx) = Trn ( 'Y x n 1 e mx 

71=1 


-hoo 


+ Re 


4-oo 

Y x n e inx 

71=1 
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+oo +oo +oo 

f'[x) = 5^s n - 1 sin(nx) + x n cos (nx) = x n ~ 1 e inx ') + Re(^2 

n= 1 n= 1 n=l 

- r n? e<3! \ | p f ./ ^ \ _ Tm ( e. ix (l — xe ix ) \ / xe»*(l - xe**) 

Vx 2 -2xcos(x) + l/ Vx 2 - 2xcos(x) + 1 
sin(x) + x cos(x) — x 2 

x 2 — 2xcos(x) + 1 


Comme Vx e] — 1 , 1 [ ; 


done 


xsin(x) 

1 — x cos(x) 


sin(x) + xcos(x) — x 2 
(1 — x cos(x)) 2 


arctan 


xsin(x) sin(x) + xcos(x) — x 2 


1 1 — xcos(x) 
Finalement pour tout x e] — 1, 1[, 


x 2 — 2xcos(x) + 1 


= m 


rx 

f(x) = /( 0) + / f'{t)dt = arctan(O) + arctan 

Jo 


xsin(x) \ / xsin(x) 

' = arctan r 


1 — x cos(x) 


1 — xcos(x) 
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CHAPITRE 


2 

Series entieres 


2.1 Rayon de convergence 

Determination du rayon de convergence 

Si les regies de Cauchy et de d’Alembert ne marchent pas on peut utiliser la remarque suivante : 
Soit ^2 a n z n une serie entiere de rayon de convergence R. 

1. Si l’on veut montrer que R> p, p £ M + , on peut 

(a) essayer de trouver un zq tel que |zo| = P et ^2 a n ZQ converge. 

(b) essayer de trouver un zq tel que |zo| = p et lim a n Zn = 0 . 

n— >+oo 

(c) prouver que pour tout r E [0, p[, lim a n r n = 0, ou > a n r n converge. 

2. Si l’on veut montrer que R < p, p E M + , on peut 

(a) essayer de trouver un zo tel que |zo| = p et ^2 a nZ n diverge. 

(b) essayer de trouver un zo tel que \zo\ = p et la suite (^a n ZQ^j ne tend pas vers 0. 

(c) prouver que pour tout r E]p, +oo[, la suite [a n r n ^j ne tend pas vers 0, ou 22 a n r?l diverge. 
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CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


Exercice 2.1.1 

Calculer le rayon de convergence des series entieres de termes generaux : 


!■ u n (z) = n + 1 z 11 , 

2 ' u ^ z ) = 

5. u n (z) = ^z 2 ". 
n z 

4. ((n + l) 1 /^ 1 — n 1 / n )z r ‘ 

7i n 

5. u n (z ) = —z 3n , 


n\ 


Corrige 2.1.1 


1. u n (z ) = 


n 2 + 1 


-Z , an = 


n 2 + 1 


On a R = lim 


Qn 7 10 37 ? 

2 u (z) - a - M 1 

nK ) ~ (n!) 3 ' n ~ (n!) 3 

lim ( 3n )' — ii m /( 3 ( n+1 ))'\ ( ( n ') \ 3 


6. u n (z ) = e n z n , 

7. Un(z) = sin (~^=)z n , 

yjn 

8. u n (z ) = — sin(2 nd)z n 

n 

9. u n (z ) = (1 + ^ ^ )" 

n 

10. u n (z) = 8 " n z 5n , 

3 n+1 n 2 + 1 

— = lim 


++00 | G, n _|_ 1 

Pour tout z £ C on a 


= 3. 


n^+00 ((n + l)!) 3 (n!) 3 n— >-+oc ' (3 n)\ \(n+l)!/ 


1 


+00 3 n ' (n + l) 2 + 1 

.. 3(3?r + 2)(3 n + 1) 

= lim -r 

n— >+oo (n + l) 2 


= 27 , 


done R = —■ 

27 

3. 2_ ^ — ^z 2 ”. Si\ z\<l la serie est convergente et si \ z |> 1 elle est divergente. Done R = 1. 
4- On a 


„Az) = (n + l) 1 / n+1 - „■/- = exp ( in(n+ ^ - exp (‘*»\ 

\ n + 1 / V n / 


' ln(n ) 


exp 


ln(n ) 


n 


) (exp( 


n + 1 
Zn(n + 1) ln{n ) , 

n + 1 n 


- 1 


Comme lim — - — - = 0, on a 


n— >+oo n 


(n + l) 1 /^ 1 -n 


n+im/n ln(n + 1) Zn(ra) _ Zn(ra) /n ^ 1 + n ^ Mn) 


n + 1 


n 


n(n + 1) n + 1 


n* 


-(+ 00 ), 


par suite R = 1. 


77 

5. u n (z) = — -z 3n . Pour tout z E C on 


nl 


1 %+i(z) | _ (n + l) n+1 n! 

| u n (z) | (n + 1)! n n 


z | 3 = 


— Y"Pi 3 

n / 


lim " +1 - ^ =| z | 3 lim e nln ( 1 + 1 / n ) = e | z | 3 . La serie converge si e \ z | 3 < 1 et diverge 

n^+00 | U n \ Z ) | n— >+00 

T 


si e | z | 3 > 1. Le rayon de convergence est done R = y 
h. u n (z) = e~ n2 z n , a n (z) = e - ” 2 . D'apres la regie de Cauchy on a lim \/\ a n j = lim e _ri = 0 + 

n— >+00 n — >+oo 

done R = + 00 . 
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Elemnents sous droits d’auteur 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


2.1. RAYON DE CONVERGENCE 


7. u n (z ) = sin f—=)z n , a n = sin (— =). Soit R le rayon de convergence de sin (—=)z r ‘ 
v yn yn v yn 


Pour | z |< 1, comme | sin (— = 


(—=)z n |<| z | n et'S'' z n convergente alors'S ^ sin (—=) z n convergente. 

\Jn ■ ' yn 


Pour I z |> 1, I sin (^=)z n |~ — I z | n = — _ e nln (M) — > -)-oo quand n tend vers +oo. Done la 
Jn yn yn 


sene diverge pour \ z |> 1 et comme elle converge pour \ z |< 1 alors R = 1. 

Autre methode. Comme | sin(-^=)z n |<| z \ n et z n convergente et a pour rayon de 

convergence R! = 1 done R > 1. Puisque pour \ z n |> 1 te terme general ne tend pas vers alors 
R < 1 et done R = 1. 

8. u n (z ) = — sin(2 n6)z n . 

n 

^ ^ ^ 

On a I — sin(2?i#)z | n < — I z \ n et > — z n convergente et a pour rayon de convergence R' = 1 

n n n ^ 

done R > 1. Puisque pour \ z \> 1 le terme general — sin(2 n9) \ z \ n ne tend pas vers alors 

n 

R < 1 et done R = 1 . 

i — li n 2 / f — li n N n2 (— li n 

9. u n (z ) = (l + ) n z n , a n = ( 1 + ) . Notons que 1 H > 0. On a 

n V n / n 


(— l) n 

yra = (i + 12£)“ = e "'“( 1+ — ) = e (-D"+o(i). 


Oette expression n’a pas de limite. On ecrit la serie sous forme de somme de deux series (en 
paire et impaire). a n z n = a, 2 n z 2n + 02 n +i^ 2n+1 , anec 

1 \ 4?i 2 / 1 1 \4n 2 +4n+l /_. 1 \ 1 \4n 2 +4n 

« 2 „=(l + ^) e( o 2 „ +1 = (1 - 2^jTi) + 


On a pour la premiere serie lim y/\ a 2 n z ln | = lim (lH ) 4 ” | z | 2 =e 2 I z | 2 done d’apres 

n — >+oo n— >+oo v 2?V 

la regie de Cauchy la premiere serie converge si e 2 \ z | 2 < 1 et diverge si e 2 | z | 2 > 1 on la serie 
converge si \ z |< e~ et diverge si z |> e _1 , le rayon de convergence est done R\ = e _1 . 

Oe meme pour la deuxieme serie on a d'apres la regie de d Alembert 


lim 


«2n+3 


1 


1 


1 


z I = — I z I ; done serie converge si \ z | 2 < 1 et diverge si I z | 2 > 1 
n— >+oo | a2n+i | ’ e A e A e A 

ou la serie converge si \ z \< e et diverge si z |> e,le rayon de convergence est done R 2 = e. 
Finalement le rayon de convergence de la serie est R = inf(R\,Ro) = 

e 


10. u n (z ) = 8 n z 3n , a n = 8 71 . La regie de d Alembert donne lim y/8~ n \ z | 3n = 8 1 | z | 3 . Done 

n — >+00 

la serie converge si 8 -1 | z | 3 < 1 ( \ z |< \^8 = 2 ) et diverge si 8 _1 | z | 3 > 1 ( \ z |> \^8 = 2 ) et 
le rayon de convergence est R = 2. 

Remarque : Si on considere seulement le coefficient a n = 8~ n on aura R = - = 8. 

lim v 8~ n 

n — >+00 


Exercice 2.1.2 

Soit a n z n de rayon de convergence R. Determiner R' le rayon de convergence de la serie entiere a n z 2 
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Elemnents sous droits d’auteur 


2.1. RAYON DE CONVERGENCE 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


Corrige 2.1.2 D'apres la regie de Cauchy on a lim ^/| 

n — >+oo 

|2 


Z |2n = | 2 I 2 


lim ^ 

n— »+oc 


0>71. 


R 


La serie converge si — — < 1 et diverge si — — > 1, c'est-a-dire converge si \ z |< VR et diverge 
R R 

si | z |> VR. Done le rayon de convergence est R' = \f~R. 

Exercice 2.1.3 On considere les series entieres de termes generaux : 

n 2 + n - 1 „ 


1. u n (z) = z n , 

2. u n (z) = nz n , 

3. u n (z ) = —z n , 


5. u n (z ) = 


n 


n 


n 


6. u n {x) = (-l) n (4z + l) n , 

7. «.(») - 


1- U n (z) = 

* v ; n+2 

1. Determiner le rayon et le domaine de convergence de chacune des series entieres et leurs conver 
gences aux points de la frontiere du domaine de convergence. 

2. Calculer la somme de la serie entiere dans I’intervalle de convergence. 

Corrige 2.1.3 

1. Rayon et le domaine de convergence et convergence aux points de la frontiere. 

(a) u n (z) = z n ,, a n = 1 done R\ = 1. la serie converge pour \ z |< 1 et diverge sur la frontiere 
(cercle de centre et de rayon 1) \ z 1= 1 car lim | z \ n = 1/0. 

n — >+oo 

M=i 

(b) u n (z) = nz n . On a a n = n done R\ = 1. La serie converge pour \ z |< 1 et diverge sur la 
frontiere | z \= 1 car lim n \ z | n = +oo / 0. 

n— >-\-oo 
\z\ = l 

(c) Pour z Gl on a u n (z ) = — z n , 

n 

1 (—\) n 
a n = — done R\ = 1. la serie converge pour — 1 < z < 1. Pour z = — 1 la serie ) 
n 

1 


n 


converge et pour z = 1 serie > — diverge. Done la serie > — converge sur [— 1, If. 

n n 


(d) u n {z) = ~^z n , a n = 

n+2 n+2 

la frontiere \ z \= 1 car lim 


done R\ = 1. La serie converge pour \ z |< 1 et diverge sur 


3 n 


+oc n + 2 

M=i 


z |V o. 


(e) u n (z) = 


n 2 + n — 1 


z n . On a a v = 


n' 2 + n — 1 


n\ 


nl 


Done lim 


a n+ i | n 2 + 3n + 1 1 


= lim 


n— >+oo a r . 


n — >+cxd n 2 + n — 1 n+ 1 


= 0, et par suite R = +oo. 


(f) un(x) = (-l) n {4z+l) n . On a lim (— l) n (4z + l) n \ = lim (-l) n (Iz + l) n = 

n — >+oo n — ^+oo 

|4z + l|. 

La serie converge pour |4 z + 1 1 < 1 et diverge pour |4 z + 1 1 > 1 . done la serie converge pour 

1 1 11 

\z + -| < - et diverge pour \z + -\ > -. Le domaine de convergence est done le disque de 
centre A(— 1/4,0) et de rayon 1/4. 
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Elemnents sous droits d’auteur 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


2.1. RAYON DE CONVERGENCE 


Convergence sur la frontiere : Pour |z — — | = — le terme general ne tend pas vers 0, done 
la serie ne converge pas. 

, . , . (x — l) 2n , . | a: — 1 | 2 \ x — 1\ 2 

( g ) u n (x ) = - — — . La sene converge pour < 1 et diverge pour > 1. 

done la serie converge pour i£]- 1, 4[ et diverge sinon. 

(_ 2 )2n 

Convergence aux lords : Pour x = — 1 le terme general est u n (— 1) = — — = 1 qui ne 

tend pas vers 0, done la serie ne converge pas. 

g 2 n /3\ n 

Pour x = 4 le terme general est u n (— 1) = qui converge en tant que serie 

3 

geometrique et — 1 < - < 1. 

2. Calcul des sommes des series entieres dans I’interualle de convergence. 

+oo 


(a) La somme de la serie z n sur \ z |< 1 est z r 


1 


n = 0 


1 - Z 


(b) La somme de la serie nz n sur \ z |< 1 et pour z£R est 
+00 +00 +00 


^nz n = zJ2'‘ 


nz’° = z > nz n 1 = z 


n = 0 


n=l 


n = 0 




1 - 2 ' 


z 


Y 

(c) La somme de la serie — z n sur \ z |< 1 et pour z est 

"I -00 n "I -00 rz 

Ezr - E/*”- 1 * 

n= 1 


n = 1 


m*=j; 


i ~t 


dt 


= — Hi — t)]§ = -ln(l -z). 

(d) La somme de la serie -z n sur \ z |< 1 et pour z est 


n + 2 

rz . +°° 


+ 00 -| ng +00 ng -| 

E^” = / 0 (E *”)* = /„ = 


On a pour tout z e] — 1, 1 [, 


^ n n P 2 2 n ( n 2 

Z = ~^^z n = (, z n — Z - 


n P 2 


n + 2 


n P 2 


) = F n -> +2 )- 


Done 

+00 

E 


n 


n= 1 


n P 2 


-z = 


+oo 


2 +2^ z n + 2 


E z ”-^E 

n=l 72— 1 

z 2 g z' 


n P 2 


+oo 


2 


E-“- 3 E 


n P 2 


1 — z z 2 n 1 — z z 2 

72—3 

z ? 

2 


72—1 72—1 

" + °° z n z ; 

z 

n 2 

72—1 


-Ml-*)-* — ) = 


E 

72—1 

2 ln(l — z) z — 2 


z(l-z) 
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Elenrnents sous droits d’auteur 


2.2. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES 
n z + n — 1 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


(e) u n (z) = 


n\ 

+°o 2 I 1 

n + n — 1 


E 

n = 0 


2™ = 


n\ 


z n . La somme de la serie z n sur M est 

^ n + 2 

+oo o +oo +oo 

EV+EV-E 


n=0 
+oo 


E 


n 


+oo +oo _ 

n! 

n=0 n= 0 

+°° „n 




+ E 


— f (n - 1)! (n - 1)! 

=1 7 n=l 


— e 


+oo 


+oo 


+oo 


n\ 


S( n - 2 ) !+ S^- i ) !+2 S 

+°° n— 2 +°° ~n-l +°° 

2 E(^^E(^^E 


— e 


— e 


n=0 


n! 


+oo 


= 2 2 


+00 


+oo 


: Eri +2, E|r + ‘’E^- e ' = ^ + 22 - 1 )^ 

n= 0 n=0 n=0 

(f) Pour | 2 ; |< 1 la somme de la serie ^(— l) n (42 + l) n sur est 


+OO 


£(-1(4*+!))' 


1 


1 


n = 0 


1 + 42 + 1 2 + 42 


(x — P\ 2n 

(g) u n (x ) = . Pour x g] — 1,4[ la somme de la serie est 


+00 


(x — i) 2n f( x — 1) 2 

/ ^ An / ^ 


n = 0 


n = 0 


1 - 


(x - l) 2 4 - (x - l) 2 (3 + x)(5 + x)’ 


2.2 Developpement en series entieres 

Exercice 2.2.1 

Developper en series entieres au voisinage de 0 les fonctions suivantes(en precisant le rayon de conver- 
gence) : 


1. 


1 


(1 - x)(2 + x ) 

/ Q -I— T 

2. f{x) = In ( 


1 — X/ 

x — 1' 


3. f(x) = arctan — ) , x G M 

Corrige 2.2.1 

1 

On a pour tout x / 1 et x / —2. 


*■ /(z) = 6^-5 2 +1’^ C 

0. /(x) = e a: sin(x) et g(x) = e :E cos(x). 


1- f(x) = 


(1 — x)(2 + x) ' 

1 


(1 - x)(2 + x) 


!/3 + i/3_ = i/3_ + 1/6 


1 — x 2 + x 1 — x l + x/2 


x / 1 et x ^ — 2 


+00 .. -boo “boo .. / 

E i " + 6E(- 1 )"(|) n = E(5 + w) i ”> 1 1 1< 1 ef 1 1 1< 2 - 


n = 0 


n=0 


n= 0 
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Elemnents sous droits d’auteur 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 2.2. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES 

Done le developper en series entieres de f est : 


+00 


1 / 

Vx £]-!,![; /(*) = £ (5 + yr)*" 


71=0 


2. f(x) = In Vx G] - 1,1[ 

fix) = In ( ^ ‘ T ) = ln (2 + x) — ln(l — x) = ln( 2 ) + ln(l + x/2) — ln(l — x) 
1 — x' 

x n _ * _00 ~ n 


K2)-£- + £(-D 


71= 1 


72=1 


n.2 r 


3. f (x) = arctan ( Yx£ 

JK ’ VI + X J 


x — 1\' 


Pour tout x 7 ^ — 1 f{x) = — ^ITT 


x - 1 \ 2 1 + x 2 ' 

1 + x 


+00 


Comme au voisinage de 0 on a 


1 + x 7 


£(-l)”x 2n alors /(*) = ES(-l)’ 




2ti+1 


7T 


72=0 


2 n + 1 


+ c, et 


/( 0 ) = c = arctan(— 1 ) = — — done le developpement en serie entiere de f est 


+00 


/M = -i + £(-')’ 


n = 0 


2n+l 


2 n + 1 


On a pour tout z£C 


1 


1 


1 1 


6z 2 -5z + l (3z — l)(2z — 1) 1 - 3z 1-2 z 

+ OO 1 1 + OO 


Pour | 2: |< - — — = ^^3 n z n et pour \ z \< - - — — = ^^2 n z n . Le rayon de convergence 

72=0 72=0 

11 1 

du developpement en serie entiere de f est R = m/(— , -) = - ( comme somme de deux series 
de rayons de convergence differents.) 

Done pour \ z |< - 
3 


/(*) = 


1 


1 


+00 


6 z 2 — 5z + 1 1 — 3 z 


J2(3 n+1 -2 n+1 )z n . 


n = 0 


5. On a pour tout x / 1 et x 7 ^ 1/2 f{x) = 

+OO 


x 2 + x — 3 


9 


1 


(x — l) 2 ( 2 x — 1 ) l- 2 x 1 - x ( 1 -x) 2 ' 

+OO 


Pour | x |< 1/2, 


— - — = V 9.2 n x n et pour I x |< 1 — - — 

1 — 2x 1 — x 

n = 0 n = 0 


£5. 


+ OO 


Comme 


1 — x 


x n alors 


n = 0 


1 


1 — X 


1 


+00 


x 

+00 


(1-xf 


yy nx" 1 = ^(n + l)x T; 


n=l 


n = 0 
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2.2. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


Done pour \ x |< 1/2 le developpement en serie entiere de f est 

+oo +oo 


/(*) = 


x z + x — 3 
(x — l) 2 (2x — 1) 


nx n 1 = ^ ( — 5 + 9.2 n — n))x'\ 


n = 1 


n=0 


h. f(x) = e x sin(x) et g(x) = e x cos(x). 


+oo 


Pour tout x on a f(x) + ig{x) = e x cos(x) + ie x sin(x) = e x ( 1+ *) et e(* +1 ) x = 


(i + l) n x r ' 


n = 0 


n! 


Or (i + l) n = (\/2) n ( cos(7r/4) + i cos(7t/4))” = (\/2) n ( cos(n7r/4) + icos(nir/4), d’ou 


f(x) + ig{x ) = e : 


_ x(l+i) 


+oo 

E 

n = 0 
+oo 


(i + l) n x" 


+oo 


n\ 


n = 0 


J](\/2) n cos(nvr/4) V^) n sin(n7r/4) 


+oo 


n = 0 


Done /(x) = e x cos(x) = ^(a/ 2) 71 cos(n7r/4)^-y et g(x) = e x sin(x) = ^(a/ 2)"" sin(n7r/4) 


n=0 

+oo 




n! 


n= 0 


, X 

n! 


Exercice 2.2.2 

Developper en series entieres au voisinage de 0 les fonctions suivantes 


1- /(») = 


1 — x 2 

r2x 

2. h{x) = / e _t c?t. 


puis la fonction g(x) = 


1 — x 


Corrige 2.2.2 

+oo 


+oo 1 +oo +oo n 1 

'• /w = E^ 2 "E* 2 ” = E(E h. 


g{x) = 


n = 0 n = 0 

e : 


n=0 fc=0 


— )x 2n . Done 


+oo n 


1 — X 

+00 n 


(1 + x)f(x) = (l + i)^ (53 


E(E->* 

n = 0 fc=0 


1 

k\ 


n = 0 /c=0 

+oo n 


k\ ]x 


2n 


2 n 


+ E(E 

n=0 fc=0 




2n+l 


2. On a 


h'{x) = (2x)'F{2x) — (x)'F(x) ou F(x) = e 

= 2F(2x) - F(x) = e~W 2 - e~ x2 


+oo 


1 


+oo 


1 


71=0 71=0 

+°° I +°° (_i \n 

^(-l) n ^2 2n+1 x 2n - W-x 2n 

71=0 

+00 


n\ z — ' n! 

n=0 

o2n+l _ 1 

E*- 1 )" — ^ 2 “ 

n=0 


72 


r2x 

Done h(x) = / dt = 1) 

n=0 


o2n+l _ -1 

\ra z - x 2n+ l 


(2 n + l)nf 
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2.2. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES 


CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


Exercice 2.2.3 


+OO 


En 


( — l) r 

utilisant la serie > x 11 montrer que > = 1 — 21n(2) 

^ ^n(n + 1) 

n= 1 


Corrige 2.2.3 


+oo 


On a pour tout x E] — 1, 1[ 


— x n+1 


+oo 


X = 


1 — x ^ n + 1 

n = 0 72=0 


72=1 


done ^ J — - = — ln(l — x) = ^ — et 


+°° x n+l 


E 


— Jn(n + 1) J t=[ 


ln(l — t)dt = — [(i — 1) ln(l — t) — £]q = x — (x — 1) ln(l — x 


Pour x = — 1 


+°° /_i \n+l +°° / i \r 

^ — (—1 — 1) ln(2) + ! = —! + 21n(2), done 


n 


— J n(n + 1) 


“ n(n + 1) 
2=1 x 7 


= 1 


Exercice 2.2.4 

f 1 dx f° dx 

On rappelle que / = lim / 

Jo 1 - X a— >1 _ do 1 - ^ 

1. En utilisant la somme de la serie ^^x n montrer que j — - — = 


o 1 - x n + l 

U 72=0 


2. En deduire la valeur de 


1 


72=0 


n + 1 


Corrige 2.2.4 


1. En utilisant la somme de la serie ^^x n montrer que f — - — = y^ 


o 1 ~ x ,t^o n + 1 


[■t=a -j +°° n+l 

/ J-dx = V 

,„o" + 1 


On a 


done 


+°° n+l +°° ^ 


2 rt=a 2 

dx = lim / dx = lim > 

a^i-^n + 1 z -'n + 1 

72=0 72=0 


1 — x 


1 - Jt = o 1 - X 


E 


2. En deduire la valeur de y^ 


1 


n = 0 


n + l 


rt=a 


l 


Comme lim / dx = lim [ln(l — all = +oo alors 

*^1-Jt=0 1-X a^l- L V U 


l~°° 1 +°° n+l /■ t a: 

y 1 = iim y “ = / 

^o n+1 — i-^o n+ l ^=0 


n+l E =n 1 — X a— >1“ 


dx = lim [ln(l — a)] = +oo. 


— 2 ln(2). 
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2.3. CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


Exercice 2.2.5 

1. Determiner le developpement en serie entiere, au voisinage de 0, des fonctions x 
1 


1 


1 — 4x 


et 


VI — 

2. En ecrivant 


' x , 1 , etablir que : 


1 — 4x y/1 — 4x VI — ’ 

z—l I 


^( p !) 2 [(^- P )!] 2 


Corrige 2.2.5 


1. Determiner le developpement en serie entiere, au voisinage de 0, des fonctions - — et 


1 — 4x Vl ~ 


Pour I x |< 

4 


1 


+oo 


+oo 


1 - ( 1 - 4.)-" 1 - ESf / - E &* 


1 — 4rc 


^4 n x n et 


n=0 


Vl — 4x 
1 


n=0 

1 


4 n (n!) 2 


2. On a pour tout I x |< L'eqalite = , . . = 

1 1 4’ l-4s Vl -4s Vl - 


n= 0 

est equivalente a 


(n!) 


H2' 


+oo 


+oo n 


Done Vn E N, 4 n = ^ 


n=0 n=0 fc=0 

(2Jfc)! (2n — 2/c)! 


^k^n—k J % j & k — 


(2*0 ! 

(A;!) 2 ' 


fc =o(^) 2 ' (n-A:!) 2 ' 


2.3 Calcul de la somme d’une serie entiere 

Exercice 2.3.1 

1. Donner le rayon de convergence des series entieres et exprimer leurs sommes en termes de 
fonctions elementaires : 


(a) — — — x n ,n> 0, 

1 7 ^ n+ 1 _ 


(b) —jX n , n > 0, ieR. 


2. Soit la serie entiere y~~Vl H 1 f ... 4 — )z n ,n > 1. 

^ 2 3 n 

(a) Determiner le rayon de convergence de cette serie. 

2 i i 

(b) Calculer la somme > (l4 1 1- ... H — )z n . 

1 ' 2 3 rr 


n=l 


Corrige 2.3.1 


^ | 2 

i. -x n ,^ > 0, x e R. Pe rayon de convergence est R = 1 (utiliser le critere de 

d Alembert.) Pour tout x e] — 1, 1[ 
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CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 2.3. CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE 


+°° „ , 9 +°° i +°° T n + 1 

y ' n+ x n = y x n + - y - 

n + 1 x ' n+ 1 1 — x ' x 

n= 0 n= 0 72—0 


i i, , 

H — ln(l — x ). 


o>) E —jx n ,n >0, i £ 1. Le rayon de convergence est R = +oo (utiliser le critere de 


d Alembert.) Pour tout i£l. 

„ n 3 1 3 1 

Pour n > 3— = — + 7 -tt + 


n! (n — 3)! (n — 2)! (n — 1)! 


+00 3 

— n 


+OO 


E 71 1 ” = 


1 


n=0 


n = 3 


+00 1 +00 .. 

+ 3 V r,x” + V -X* 

^—t(n — 2)\ y (n — 1)! 

72—2 V 7 72=1 v 7 


+OO 


1 


+ OO 


1 


+ OO 


1 


y - ,x n+ 3 + 3 y -v+ 2 + y -x 

■ ' n! ' n! 1 ' n! 

72=0 72=0 72=0 

= (x 3 + 3x 2 + x)e x . 

\ \ \ 

2. Soit la serie entiere > (1 H 1 b ... H — )z n ,n > 1 . 

^ 2 3 n 

faj Determiner le rayon de convergence de cette serie. 

On a pour tout n € N* 1 < H 1 b ... 4 — < n. 

2 3 n 


n + 1 


Comme les rayons de convergence des series y^ z n et y^ nz n sont egaux a 1 alors le rayon 
de convergence est de la serie ^^(1 + - + - + ... H — ^ eS ^ ^ = 


11 1 

(b) Calcul de la somme > (l H 1 b ... H — )z n . 

1 ' 2 3 n/ 


72=1 


77/ 


00 00 


on a y (1 + \ + 1 + ... + ^ )z n = ya n z n .y 


2 3 

72=1 72=1 72=1 


E £ 

72=1 


>nZ n = > C n Z n 


ou dfi — 

n 


5 672 — \ et c n — E akb n -k- Done la somme est 


k = 1 


OO ^ OO 


Eb + l + 5 + - + 7)*'” = Eb z "E 2 " = mi - »). 


72=1 


r n 

72=1 72=1 


1 - z 


Exercice 2.3.2 


En etudiant la somme y^x 11 determiner la somme de la serie y^n(n — l)x n 2 . En deduire les sommes 

72=0 

00 ^ 00 2 

des series > n(n+ 1 )— et > — . 

/ ^ v 7 2 n / ^ 2 n 


72=2 


72=0 


72=0 


1 


Corrige 2.3.2 Pour tout x e] — 1, 1[ yV 

72=1 
QO 

y n(n - l)x n ' 2 = f"{x) = = ( 


1 — x 
1 \" 


= f(x) done x e] — 1 , 1 [ 


n = 2 


(1 — x) 2 / (1 — x ) 2 
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2.3. CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


1 


Calcul de ^^n(n + 1) — . On peut ecrire f"(x ) = ^^n(n + l)x n 1 . 


71—0 


71—1 


71—1 


1 , ^ 112 A \ 

Pour x = V n(n + 1) T = /"(-) = = — = 16 done y n(n + 1)— - •■= 8 . 

2 1 Z-j K J 2 n ~ 1 2 Iso v 1 '2 n 

n=l (1 P 

oo o 

E 71, 

— . On a Ponr tout x E] — 1, 1[ 
n= o 2 " 


1 


OO OO 

1 n 


y n (n +i)- = s« y n 2 - + y- = s. 

/ ^ v y 2 n / ^ 2 n ' ^ 2 n 

71—1 71—1 71— 1 


OO .. OO 

E 9 1 v — > 77- 

n — = 8 — > — 

071 / -J 071 


71—1 


71—1 


Or f'{x) = y nx n 1 = t 777 d’ou, y H , = 4 y — = 2 et done y~ 

J v ' 4Z (1 - x 2 Z^™- 1 ^2 n 4Z-2 

71—1 V ' 71—1 71—1 71—0 


OO 9 

'— = 6 . 


Exercice 2.3.3 

Pour igR soit la serie entiere de terme general u n (x) = 


x 


4n 2 — 1 

i. Determiner le rayon de convergence de la serie entiere. 


+00 


2. Calculer la somme u(x) = y] u n (x). 


71—0 

+OO 


+OO 


3. En deduire les sommes S\ = Ezzzt eiS2 = E ( 1} 


71—0 


71—0 


4n 2 l 


Corrige 2.3.3 


1. Rayon de convergence de la serie entiere u(x) = y^ 


x n 1 

. On a a„ = — — ^ et 


lim 


a n + 1 .. 4n 2 - 1 


= lim 

ti — >+00 a n n ^+00 4[n + l ) 2 — 1 

+OO 

2. Calcul de la somme E U n { x ). 


4 n 2 — 1 4n 2 — 1 

= 1, done le rayon de convergence est R = 1. 


71—0 


On a pour x E] — 1, 1[ et n > 0, 


x 


= if 


1 / 1 


1 


4n 2 — 1 2 \2n — 1 2n + 1 

+00 +00 „ 


u(x) = y u n (. 


71—0 


x,= ! - 


x n . Done 

+OO 


i + y y 

z-' 2 n - 1 


x 


n= 1 


n= 0 


2 n + 1 


4 Pour x G]0, 1[ 


+°° x n + 1 +°° x „ 


n(x) = - -i + y- y— — 

v ’ 2 V 2n + 1 2n + 1 


71= 0 


71=0 


= i - 1 + (^-^)E 


1 . S (75) 2 ”+ 1 n 


x ' 2 n + 1 

71—0 


J 


(- 1 + (z--=>i"( 


1 + y/x 
A - Jx 
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CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


2.4. METHODE D EQUATION DIFFERENTIELLE 


4 Pour x 6] — 1,0[ 
u(x) = 


i + E 


+°° x n +l x n 


E 


= - — 1 — ( v — X — 


2n + 1 ^ 2n+ 1 

n = 0 n= 0 

, +00 




7 2n+l / 


n=0 


— 1 — (y/—x H ) arctan (\/— 


4 tt(O) = —l 


+oo 


+oo 


5. Calcul des sommes S\ = y^ 


et S 2 = ^2 


(-1 ) n 

4n 2 — 1 ^ 2-^ 4 re 2 _ 4 

71—0 71=0 

Maintenant, la somme est en fait definie sur [—1, 1] car les series numeriques de termes generaux 

- — et — ~ convergent par equivalence a la serie de Riemann . 

4 n z — 1 4 n z + 1 n z 


+ 00 


* = E 


= lim u{x) = — - 


4n 2 — 1 x—*i 

n = 0 x<l 

+oo 


S2 = E 


(- 1 )' 


= lim u(x) = 


2 

7T + 2 


4n 2 — 1 x — > — l 

n = 0 x>-l 


2.4 Methode d’equation difFerentielle 

Exercice 2.4.1 

Montrer que V equation 

( E ) : 3 xy' + (2 — 5 x)y = x. 

Determiner la solution developpable en serie entiere au voisinage de 0. 

Corrige 2.4.1 

+oo +oo 

Posons f(x) = y^a n x n . On a f'{x) = y~~] na n x n l . L 'equation (E) est equivalente a 

71=0 71=1 

+oo +oo +oo 

3 na n x n + 2 a n x n — y^ 5 a n x n+1 = x. 

71=1 71=0 71=0 

+00 + 00 +oo 

yy 3 na n x n + 2a n x n — y^ 5a n _ix n = x. 

71=1 71=0 71=1 

+oo 

2 a 0 + £ (3na n + 2a n - 5a n _i)x n = x. 

71=1 

+oo 

2ao + 3ai + 2<i\ — 5ao + y^ (3 na n + 2a n — 5a n _i)x n = x. 

71=2 
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CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


1 5 

do = 0} d\ = — et d n — _|_ 2 ® jn — l ^ — 1* 


■in— 2 


+oo 


.Done dn = 


nS(3t+2) 


n 


> 1 et /(z) = ^ 


'n—2 


k=n 


-X . 


n=l 


1 I( 3 ^ + 2 ) 


fc =2 


Exercice 2.4.2 

+oo 

Soit f(x) = ^2 


J2n 


— ' (2n)! 

n=0 v ' 


1. Determiner le rayon de convergence de cette serie entiere correspondante. 

2. Calculer f'(x), et donner une equation differentielle (E) verifiee par f. 

3. Resoudre V equation (E) et deduire la fonction f a Vaide de fonctions elementaires. 


Corrige 2.4.2 

1. Rayon de convergence de la serie entiere. 


On a pour x A 0 lim ... 

F r n-H-oc (2(ra + l))! 

R = +oo. 


x 2{n+1) .(2 n)\x 2n = lim 


(2?z)! 


n — >+oo (2 (n + 1))! 


x \ 2 = +oo, done 


2. Calculer f(x), et donner une equation differentielle (E) verifiee par f . 

2n—l 


+oo +oo .. 

/(x) = 

n = 0 n=l x 7 


X 


(E): /'(*) + /(*) = e a 


(2) 


3. Resoudre Vequation (E) et deduire la fonction f a Vaide de fonctions elementaires. 
f(x) + f(x) = 0 admet pour solution generate fi(x) = c.e~ x . 

f(x) + f(x) = e x admet pour solution particuliere f 2 {x) = -e x done solution generate de 

1 1 (f x -\- c~ x 

Vequation 3 est f(x) = c.e~ x + -e x et comme /( 0) = 1 alors c = - et f(x) = = ch(x). 


Exercice 2.4.3 

Soit la fonction definie f{x) = \J x + \/l + x 2 . 

Donner son developpement de f. (Indication : poser x = sh(y) et utiliser la fonction g{y) = f(sh(y)). 
On rappelle que ch 2 (y) — sh 2 (y) = 1 et ch(y) + sh(y) = e y . 


Corrige 2.4.3 

On a g{y) = f{sh(y )) = yj sh{y) + y/l + sh{y ) 2 = yj sh{y) + y/l + sh(y ) 2 = f(x), done 

f(sh(y)) = \J sh{y ) + y/l + sh(y ) 2 = sj s h(y) + ch(y ) = e v/2 . 

En derivant deux fois les deux membres de cette derniere egalite et en remarquant que 

e y/2 = = yjch(y) + sh(y) = f(x) 
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CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 


2.4. METHODE D EQUATION DIFFERENTIELLE 


on a 


S/hi) = ( s h{y))'f'(sh(y )) = ch(y)f(sh(y )) = ^/ 2 
g"{y) = sh{y)f(sh{y )) + ch 2 (y)f"(sh(y )) = ^/ 2 . 


En revenant a x on aura 


xf\x) + (1 + x 2 )f"(x)) = -/(x). 


( 3 ) 


+oo 


En posant f(x) = a n x n et en remplagant dans Vequation differentielle 3 on obtient par identifi- 

n = 0 

1 

cation des coefficients 4(k + l)(k + 2)ak+2 = — (2fc + l)(2/c — l)afc awec oo = /(0) = 1 et a\ = / 7 (0) = 
Done 


( 1 \n/~iZn— 1 

_ V -U U 4n-2 . ^ 


«2n+l — 


n2 4n 

(-l) ra ct 

(2n + l)2 4n+1 


n > 0. 


1 v — 


Le rayon de convergence est R = 1. 

Exercice 2.4.4 

1. Decomposer en elements simples la fraction suivante fix) = 


5 + x 


3 + 2x — x 2 

2. Developper en serie entiere sur un intervalle que Von determinera la fonction f. 


3. Soit f(x) = ^2 a n x n . Utiliser la relation (3 + 2x — x 2 ) x/(x) = 5 + x et par identification 

n = 0 

determiner la relation de recurrence verifiee par les coefficients a n . En deduire les valeurs de a n . 

Corrige 2.4.4 


1. Decomposer en elements simples la fraction suivante f(x) = 


5 + x 


3 + 2x — x 2 


Mx e R, 3 + 2x — x 2 = (1 + x)(3 — x) et pour tout iGM\ {—1, 3} 


5 + x 


1 2 
3 + 2x — x 2 1 + x 3 — x 

2. Developper en serie entiere sur un intervalle que I’on determinera la fonction f. 
On a pour tout i6M \ { — 1, 3} et \ x |< - 


1 2 

fix) = - + - 


1 


£((-!)” + 3^) 


1 — x 3 1 — x/3 


n = 0 


3. Soit f{x) = ^ ~^a n x n . En utilisant la relation 

(3 + 2x — x 2 ) x fix) = 5 + x 


71=0 


( 4 ) 


mharfaoui04@yahoo.fr 


39 


Elenrnents sous droits d’auteur 


2.4. METHODE D’EQUATION DIFFERENTIELLE CHAPITRE 2. SERIES ENTIERES 

et par identification determiner la relation de recurrence verifiee par les coefficients a n . En 
deduire les valeurs de a n . 

D’apres la relation 4 on a 



(3 + 2x 

done 

OO 

a n x n 

n= 0 
OU 

OO 

+ a n x n+1 

71=0 


(3 + 2x — x 2 ) x f{x) = 5 + x44>(3 + 2x — s 2 )^a„x" = 5 + x 


71=0 


71=0 


3 a 0 + (3ai + 2 a 0 )x + ^ (3 a n + 2a n _i - a n _ 2 )x n = 5 + 


x. 


71 = 2 


On trouve alors la relation de recurrence verifiee par les coefficients a n : 

5 

°o - o 
^ 7 
fll = "9 

, 3a n “1“ 2a n — j a^i — 2 — 0 5 si n A 2 

Determination de a n . 3 a n + 2a n _i — a n _ 2 = 0 
Racines de V equation 3 r 2 + 2r — 1 = 0. 

1 / 1 \ n 

On a A' = 1 + 3 = 4 done r\ = —1 et r 2 = — done a n = a(— l) n + /3^-J > e t comme 

n 5 [3 7 2 

an = a + p = - et a\ = —a H — = — alors a = let - et done 

3 3 9 3 


O-n ~ I) U + 


3 n+1 ’ 


Le rayon de convergence est R = — et 

f(x) = J— + l : 1 




1 — x 3 1 — x/3 


n = 0 
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CHAPITRE 


3 

Series de Fourier 


3.1 Developpement en serie de Fourier 

Exercice 3.1.1 

1. Soit f la fonction ’’creneau” definie par : 

j., s f 1 Si, 0 < X < 7T, 

/(X) = \ -1 Si, - 77 < X < 0. • 

et prolongee par 2ir-periodicite. 

(a) Representer le graphe de f sur [ — 37r, 47 t] . 

29 —11 

(b) Calculer f(—n) et f(— — n). 

o o 

(c) La fonction f est-elle continue ? est-elle de classe C 1 ? 

(d) Donner la serie de Fourier associe af . 

(e) Que dire de la convergence de la serie de Fourier de f ? 

(f) Peut-on avoir convergence normale de la serie de Fourier de f vers f sur [ — 7r, 7t] ? 

2. Soit f la fonction paire —Tr-periodique definie par f(x) = y/x sur [0 , 7r] . / est-elle C 1 par mor- 
ceaux ? 

Corrige 3.1.1 1. Soit f la fonction ’’creneau” definie par : 

n / \ f 1 si, 0 < X < 7T, 
f(X) = { -1 Si, -77<x<0. ’ 
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et prolongee par 2-n-periodicite. 

(a) G raphe 

29 11 

(b) Calculer f(— ir) = /(6tt + -tt) = /(- n) = 1 

= /(— 4tt + Y) = /(^ n) = 1. 

(c) La fonction f est de classe C 1 par morceaux. En effet, sur I’intervalle [0,vr[, elle est la 
restriction a [0, 7r[ d'une fonction de classe C 1 sur [0,7r] (la fonction identiquement egale a 
1 ), et sur [— 7r, 0[, elle est la restriction de d'une fonction de classe C 1 sur [0, 7r] (la fonction 
identiquement egale a —I). 

(d) Serie de fourier associee. Puisque la fonction est impaire a n pour tout n G N et on a 


+oo 


Vx G K. <S/(x) = b n sm(nx). 


n = 1 


Les coefficients de Fourier de la fonction f sont a n = 0 car f est impaire pour tout n, et 


2 [ n 2 f 7 

b n = = — / f(x) s\n(nx)dx = — 

77 Jo 77 Jo 

2 


sin (nx)dx = — — cos(nx) 
nir . 

0 si n est pair 


J o 


nir 


Yl — (—1)^1 = < 4 

V / — si n est impair. 

t 717T 

4 sin(2&: + l)x 

La serie de Fourier associee a f est Sf(x) = — ^ 


k = o 


2k + 1 


(e) La fonction est de classe C 1 par morceaux et discontinue convergence est done simple et 
le theoreme de Dirichlet peut done s 'appliquer. Pour tout x G M la serie de Fourier de f 
converge vers 


\ ( I™ f{x) + lim f(x)) . 

Z \ X^X X^>X + / 

(f) La serie de Fourier de f ne peut pas converger normalement vers f . En effet, si on avait 
convergence normale, chaque somme partielle etant continue, la limite serait elle aussi 
continue. Mais f n’est pas continue. 

2. La fonction f n’est pas de classe C 1 par morceaux : en effet, sinon, on pourrait definir sur [0, vr] 
une fonction de classe C 1 qui coincide avec f sur ]0,7r]. Ce n’est pas possible car f\x) tend vers 
+oo en 0. 


Exercice 3.1.2 

1. Soit la fonction f, 2n-periodique, definie par f(x) = x si —n < x < it. 

Calculer les coefficients de Fourier de f. 

2. Soit la fonction L-periodique (L > 0) definie par f(x) =| x \ pour iG]- L/ 2, L/2]. 

(a) Representer le graphe de f sur [—2L,3L\. 

(b) Developper en series de Fourier la fonction f. 

(c) Quelle est la nature de la convergence de la serie de Fourier associee a f ? 
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CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 3.1. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER 

Corrige 3.1.2 

1. Soit la fonction f , 2ir -periodique, definie par f(x) = x si —ir < x < ir. 

Cette fonction est impaire, il suffit done de calculer les coefficients en sinus : 


2 r 

b n = — / sin {nx)dx 

71 Jo 

Ceci s’ecrit plus simplement : 


-2 

mr 


cos (nx) = — ( 1 — cos(mr)] . 
J o mr V J 


b 


n — 


0 si n est pair 

4 . , . 

— si n est imp lair, 
mr 


2. Soit la fonction L-periodique (L > 0) definie par f{x) =| x \ pour x e] — L/2, L/2]. 

(a) Graphe. 

(b) Remarquons que la fonction est paire : il suffit done de calculer les coefficients en cosinus. 
On a : 


2 f L/2 , . , 2 [ L / 2 , L 

ao = — \ x \ dx = — xdx = — 

L J-L/2 L Jo 2 

2 f L / 2 . . /2tt \ 4 [ L > 2 /2vr 

a n = — \ x \ cos I —nx I dx = — x cos I —nx 

L Jl /2 \ L J L J 0 \ L 

Par integration par parties il est facile de trouver les coefficients 


dx 


On — 


0 

2 L 
n 2 ir 2 


si n est pair 
si n est implair. 


(c) La convergence est normale puisque f est continue sur M et de classe C 1 par morceaux et 

, , 2L , , 

la serie > est absolument convergente 

n-Tr z 

Exercice 3.1.3 

Calculer le developpement des fonctions f 2ir -periodiques telles que : 

1. f(x) = 7r — |x| sur ] — 7r, 7r[. f. f(x) = max(0, sin x) . 

2. f(x) =7 v — x sur ] 0, 2tt[. 

3. f(x) = x 2 sur] 0,2vr[. 5. f(x) = |sin.T| 3 . 

Corrige 3.1.3 Developpement des fonctions f 2n -periodiques telles que : 

1. On a pour tout p G N ; 


Done 


ao — 7 r; a2 P — 0, 02 P +i 


4 

7t(2 p+ l) 2 ’ 


bn = 0. 


/(*) 


7 r 
2 


+oo 


p = i 


cos(2p + l)x 
7t(2 p+ l) 2 
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2 . 


3. 


4- 


5. 


CL n — 0, b n — 


n 


87 r 2 4 47T 

®0 — 7, ) — 9 ; On — • 




n 


2 -2 
0-0 — ®2p ~ 


TT 


7T(4p 2 - 1) ’ a2p+1 ~ 0, bl - 2 ’ bp ~ °- 


&2p — 


24 


5 ^2p+i — 0, bp — 0. 


7r(4p 2 — l)(4_p 2 — 9) 

3.2 Serie de Fourier : calcul de somme 

Exercice 3.2.1 Soit la fonction 2 tt - periodique definie par : f(x) = x 2 , si x e [ — 7r, 7r] . 

1. Determiner la serie de Fourier associee a f. 

1 / on+i 2 . 

2. En deduire la somme des series Es- Es 


7T 


n ’ 


Corrige 3.2.1 

1. La fonction f est paire, ses coefficients en sinus sont done nuls, et on a : 


1 


2 7T- 


ao = — / x^dx = x 2 dx = a n = — / or cos (nx)dx. 


7 r 


7T 


7T 


C/ne integration par parties deux fois donne : a n = (— l) n ^. 

n z 

La fonction f est continue et C 1 par morceaux d’apres le theoreme de Dirichlet cette fonction 
est somme de sa serie de Fourier pour tout reel, et on a done, pour tout x dans [— 7 r, 7r] , 


7T 


+00 


X = 


n= 1 


+ 4 ^ cos (nx) . 


TT 2 1 


+0 ° 1 TT 2 


2. Calcul des sommes : Si on pose x = it, on obtient ;/( 7r) = 7r 2 = b4y^ — . -Done „ — 

3 6 

n=l n=l 


5z on pose x = 0, on obtient cette fois 


+°° (_l)n+l _ 7I" 2 

^2 “ 12 ' 


n=l 


Ponr calculer la derniere somme demandee, il faut pouvoir mettre les coefficients au carre, et 
e’est ce que I’on obtient dans Vegalite de Parseval, que Von pent appliquer ici puisque f est 
continue : 


2 

7T 


9 +00 .. „ 

7i v - 16 


{f{x)fdx = * [ x 4 dx =^ + Y,B- 


9 rr 

n = 1 


+00 


Ceci donne : j ( ^ 


n=l 


n 4 8 \5 9/ 90 
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CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 3.2. SERIE DE FOURIER : CALCUL DE SOMME 

Exercice 3.2.2 

Soit f la fonction periodique de periode 2 tt definie par : f(t ) =| sin(i) | pour —ir < t < ir. 

1. Donner le developpement en serie de Fourier de f . 

2. Montrer que cette serie converge normalement vers f. 

+°o i 1 

3. En deduire > — ^ = - 

^ 4n 2 - 1 2 

n — 1 


Corrige 3.2.2 

1. La fonction f est de classe C 1 par morceaux et developpable en serie de Fourier sur M. Puisque 
f est paire ce developpement est en serie de cosinus, done b n = 0 pour tout n. 


2 r 2 

On a ao = — / sin(x)dx = — — cos(x) 

77 Jo 77 

1 

d n — 


= — , et pour tout n > 1 
Jo 7 r 


7T 


/ 7T 2 /*7T 

| sin(x) | cos (nx)dx = — sin(x)cos {nx)dx 

-7T J 0 


-f 

77 Jo 
1 

7T 


sin((l + n)x) + sin((l — n)x) 
cos((n — l)x) cos((n + l)®) 
n — 1 


dx 


n + 1 


J o 


Pour n = 2 p, a 2 P = 


1 


7 r l 


cos((2 p — l)x) cos ((n + l)x) 


Pour n = 2 p, a 2 V +i = — 

7 r 

D’oii la serie de Fourier est : 


2p-l 2P+1 Jo n{4p 2 - 1) ' 

cos((2 p)x) cos((2(p + l))x) 


2 v 


2(P + 1) Jo 


= 0. 


. . 2 4 cos(2 nx) 

S/W = ; - ; L 

n= 1 

2. La fonction f est de classe C 1 par morceaux et continue sur M sa serie de Fourier converge 
normalement vers f. Done 


+oo 


Vx e [-7T,7r], f(x) = ^ 

nr 7r ‘ 


cos(2nx) 

7T 7T * — " 4 n 2 — 1 
n= 1 


5. Si on remplace dans la relation ( 1) x par 0 on trouvera 

+oo 


E 


1 


1 


4 n 2 — 1 


n = 1 

Exercice 3.2.3 


.Sozt / la fonction periodique de periode 2ir definie par : 

x si, 0 < x < 2ir , 


/(*) = 


7T si, X = 0 . 


4. Donner le developpement en serie de Fourier de f. 


+oo 


2. En deduire la somme 


n= 1 


(~l) n 

2n + 1 


(1) 
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CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 


Corrige 3.2.3 

1. La fonction f est de classe C 1 par morceaux et developpable en serie de Fourier sur M. 
On a 

1 


a o — 


7 r 


/• 27r 1 

rl nl 

/ xdx = — 

-x 2 

Jo 7T 

L2 J 


= 2 7T 


Pour n > 1 on a 


0"ri — / 

7T JO 


r 2n 


1 r r xsin(nx)-|27r 1 


f 2ir 


x. cos (nx)dx = — \- 

7r L L n JU n . 

1 r COS ((?7X’) -| 2n 


lo 


sin(nx)dx 


1 


7T L 


o-f[- 


re 


re 


Jo 


= 0 . 


— 

7 r 


f ' 27r ■ , w lr r X cos(rex) 1 2 tt , I [ 2n , w 

x. sm(nx)ax = — — [ J n + — / cos (rex)ax 


re re 

.D ’ore la serie de Fourier est definie par : 


7T L L re J 0 n J o 

1 r 2ir 1 r sin((rex) -| 2 -n- 

o — ' 


7 r 


re 


+00 


Vx 6 K : Sf(x) = 7r — 2 


sin(rex) 


n=l 


n 


(2) 


7f 7T 7T 

2. La fonction f est continue en — done Sf(-) = /( — ) et si on remplace dans la relation ( 2) x 

7T 

par — ore trouvera : 

+°° (_l)n ^ 


E 

72—0 


2re+ 1 


Exercice 3.2.4 

5ozt / la fonction 2n-periodique et paire definie sur ]0,7r[ par /(x) = x(2ir — x). 
1. Developper f en serie de Fourier. 

+oo 


+ 00 ^ +00 


2. En deduire les sommes : Et7-E 


1 


_1 +oo ^ +oo 


re 

n= 1 n 


^(2 "+l) 2 '^ 


E C -1 ) \ ^ 1 \ ^ 


— ' ' re 4 ’ 2 -— ' (2 re + l) 4 

= 1 n=0 V ' 


Corrige 3.2.4 


1. La fonction f est caracterisee par sa restriction sur ] 0, 2ir[. Comme /( 0) = /(0 + ) = /(27t ) = 0, 
/ est continue sur M. 

La restriction de f a [0,27r] est de classe C°°, done f est de classe C°° par morceaux. 

Calcul des coefficients. La fonction f est paire, done b n = 0 pour tout n E N. On a 


ao = — / x(27t — x)dx = — 

7T In 7T L 


1 


7TX 2 X 3 

3 J 0 


■k _ 4^2 

“ ~~3~~ 


Pour tout re > 1, on a : 

-If 

— / 

7T Jo 

2 


f(x) cos (nx)dx = — x(2n — x) cos (nx)dx 
7 r 


/o 


717T 

4 

re 2 7r 


x(27r — x) sin(rex) / (7r — x) sin(rex)dx 

Jo re7r 

4 

+ 


(77 — x) cos (rex) 


ft 


J 0 n-Ti 


cos {nx)dx = g • 


'o 


rr 
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Developpement en series de Fourier de f. Comme f est de classe C 1 par morceaux, le 
theoreme de Dirichlet prouve que f est developpable en serie de Fourier et on a : 


27 r 2 , ^ cos (ns) 


Vx <E R, f(x) = — -4 


n= 1 


n * 


La convergence normale sur M est evidente. 

2. Calcul des sommes de series. 

+oo ^ +oo 


+00 


Pour les trois premieres sommes E^-E 


n= 1 


^ (2n + l) 2 

i=i v 


et ^2 ^ — il suffit de poser x = 0 


n= 1 




pour la premiere et la deuxieme et x = n pour la troisieme . On obtient alors : 


+oo 


V — = E V = — et V 

n 2 g ’ (2n + 1) 2 8 n 2 

72=1 n= v 7 72=1 


+°° 7 i 'in— 1 n 2 


12 


Pour les autres on utilise I’egalite de Parseval : 


* Jo 


2 +°° 

f 2 (x)dx= y + EK + &n) 


8vr 4 ig 


n=l 


+ E 

72=1 


TV* 


Mais 


f 2 (x)dx = / (x(27r — x)) 2 dx = / (4x 2 7r 2 — 4x 3 7r + x 4 )dx 

./n Jo 

/i 1 


+oo 


Pone 


n= 1 


= 


d 3 2 

.3* n 

16 4 
7T — 

15 

00 

IO 

00 

1 

9 

9 


et par suite 


7T & 

_ = V 5 . 

5 Jo 5 

1 7 T 4 


72—1 


n 4 90' 


+00 J +00 1 TW J 

Pour Za deuxieme somme on a > — r = > 7 -r + > 7 — rr- 

Z^n 4 Z^(2„ + i) 4 Z^ ( 2n 4 

i=0 y ' n = 1 v ' 


+ OO 


+OO ^ "boo ^ 


^ onc E „4 = E 


72—1 

1 ^ 1 


72=1 


<4 (2n + l) 4 2 4 Z^ n - 

2=0 X 7 72=1 


± \ X 1 

H — j } — r et par suite 

04 Z ^ rriA 


H~oo 1 1 ~|-oo 1 -1 r 4 4 

1 _ / 1 \ 1 _ 15 7T 4 _ 7T 4 

Z-f (2n + l) 4 “ V “ ¥J n 4 “ 16 '90 _ 96' 

72=0 72=0 
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3.2. SERIE DE FOURIER : CALCUL DE SOMME CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 

Exercice 3.2.5 

Soit la fonction f , 7 r -periodique, definie par 

7 r 

t si 0 ^ t ^ — 
fit) = 2 

w 7 r 7 r 

2 S! 5 < * < " 

1. Donner la representation graphique de f sur I'intervalle [— 27t;27t] ; 

2. Determination de la decomposition en serie de Fourier de f 

(a) Calculer la valeur moyenne ao de f . 

(b) Calculer les coefficients a n , n ^ 1 . c. 

(c) Calculer les coefficients b n , n ^ 1 . 

3. Calculer la valeur efficace de f . 


Corrige 3.2.5 


fit ) = < 


7T 

2 


Soit la fonction f , it -periodique, definie par 
si 

2 
7 T 

Si — < t < 7T 


1. Donner la representation graphique de f sur I'intervalle [— 2 tt,27t\, 



Representation graphique de la fonction / 


2. Determination de la decomposition en serie de Fourier de f : 
(a) Calculer la valeur moyenne a® de f . 


2t r 


Calculer la valeur moyenne ao de f . La periode de f estT = ir , et sa pulsation u = — = 2 


a 0 = - f(t)dt=- f{t) dt = —.1 oil 


/ o 


7 r 


7 r 


I = 


r tt/2 


1 f{t ) dt = 
o 

t 2 iV 2 7r r 

- + — t 

2 J o 2 L J tt /2 


7T 


/(t) dt+ — dt 


/vr/2 


7T 

= I 7T — — 1 = 


37T 2 


2 • • 2 T . 3tt 

Amsi, ao = —I , soit ao = — 
7 r 4 
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(b) Calcul des coefficients a n , n 1. Pour tout entier n 1 , 

2 [ T 2 f n 2 

a n = — / f(t) cos (nut) dt = — f(t) cos(2 nt) dt = —J, 

T Jo 11 Jo 


/ / 2 / " 7T 

avec J = / f (t) cos(2nt) dt = / tcos{2nt)dt + / — cos(2nt)dt. 

Jo Jo J f 2 

La premiere integrate se calcule en utilisant une integration par parties : 

TT TT 

1 tt/ 2 


/0 


9 r l 

z tcos(2nt)dt = t— sin(2nt)^ 


/o 


9 1 

— sin(2nf)dt 
2n 

1 


7T , . 1 j. . . 

= — sin ra - — — — cos(2 nt) 

In 2nl 2 n \n /2 

TT 1 r 

= — sin(n7r) + — ^ cos(2ri7r) — cos(n7r) 

A n In 2 V . 


or, pour tout entier n , sin(n7r) = 0 , et cos(2n7r) = 1 , et ainsi, 

1 

An 2 


'2 1 

t cos(2nt) dt = (1 — cos(n7r)) 


I TT TT f . ' 

Par ailleurs, / — cos(2 nt) dt = — sin(2n7r) — sin(n7r 

I k 2 An L 


= 0 


car, pour tout entier n , sin(2n7r) = sin(n7r) = 0 . 

On. = 


2 11 

Au final, a n = — J = ~ (1 — cos(mr)) , soit 

n TT 2 n z 


27rn 2 


(l-(-l) n )- 


(c) Calcul des coefficients b n , n 1. Pour tout entier n 1 ,De meme que precedemment, 

2 f T 2 

b n = — f(t ) sin(nwf) dt = — f(t) sin(2ni) dt 


T 


f(t) sin(2nt.)dt = 


TT 


TT 


t sin(2nt)dt + n — sin(2 nt)dt 


TT 


— t — cos(2 nt) 
2 n 


7r/2 


J 0 


'0 


— TT 1 f 1 1 7r TT 

= - — cos(re7r H — sm (2nt) 

An 2nl2n \tx /2 An 

— ”7T . . TT . . 

= - — cos(n7r) — — 1 — cos(n7r) 

An An V 

car, pour tout entier n , cos(2n7r) = 1, sin(n7r) = 0 . 

1 — TT 1 

Au final, b n = —. , soit b n = . 

tt 2 n 2 n 

3. Calculer la valeur efficace de f. La valeur efficace /i est donnee par : 


^ — cos(2 nt)dt -\ — cos(2 nt) 

2n v ’ 2 L 2n v \ tt /2 


cos(2n7r) — cos(n7r) 

TT 

An 


M 2 = 


2 

T 


(. f(x)) 2 dt = 


x~dx + 


„3 


TT Wo 


TT 

+ — 


2 r n 


3 J 0 4 L J 7r/2 

Ainsi, la valeur efficace de f est p = 


J 7r/2 
TT 2 

24' 


(o ?** 


TT 


2^6 
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CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 


Exercice 3.2.6 

Soit f la fonction de periode 2n, impaire, definie par : /(x) = 

1. Tracer le graphe de la fonction sur Vintervalle [—2 tt,2i r]. 

2. Calculer les coefficients de Fourier et la serie de Fourier de f . 

3. Etudier la convergence de la serie de Fourier de f . 

„ . ^ (— l) n sin(n) 

A. Calculer les sommes des series : > et > 

* Z^ 2n + 1 Z_^ 


7T — X 


si x E]0, 7r] 


n 


n = 0 72—1 

5. Soit g la fonction de periode 2ir , impaire, definie par : 


{ IT — 1 
2 

f(x), 


x, si x e]o, 1] 
si x E [1, 7r] 

(a) Tracer le graphe de g la fonction sur Vintervalle [—2tt,2tt\. 

+°° • / \ 

/ . / N v-^ sin n) . , > 

(b) Montrer que pour tout xGl g(x) = > ^ — sin (nx). 

n z 

72—1 


+CX) 


(c) En deduire 

Corrige 3.2.6 


sin(n) 


n= 1 


n 


+oo 

E 

72=1 


sin(n) 


n 


Soit f la fonction de periode 2ir, impaire, definie par : f{x) = 

1. Tracer le graphe de la fonction sur Vintervalle \—2tt,2tt\. 

2. Calcul des coefficients de Fourier et la serie de Fourier de f . 
La fonction est impaire, done a n = 0 et pour tout n € N* 


7 T — X 


si x E]0, 7 r] 


2 f 2 f 

b n = = — / f(x) sin(nx)dx = — 

n Jo 7T J 0 

— (n — x) cos (nx) 


mr l 


7T — X 


1 


sin (nx)dx 


1 1 r 1 ■ ^ n 

— sm(nxj 

n nir in 

+oo 


JO 


— cos (nx)dx 

1 

J o n 


Done Vx E M : Sf(x) = — sin (nx) 


n = l 

3. Etude de la convergence de la serie de Fourier de f . 

La fonction est de classe C 1 par morceaux (reunion de segment) et la fonction f est discontionue 

7T 7 T" 7T 7T 

en 0 car lim /(x) = — = /( — ) et lim fix) = / /( — ). -Done la convergence de la serie 

a:— >o+ 2 2 2 2 

est simple et on a 


Vx E 


S>(x) = 


/(x+) + /(x ) 


, . sin n (— 1) 

A. Calcul des sommes des series : > et > . 

Z-' n Z-/ 2n + 1 

72=0 72=0 

7T 7T 7T 

La fonction est ontinue en 1 et — done /( 1) = 5/(1) et /(— ) = 5/(— ). On obtient alors : 
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3.2. SERIE DE FOURIER : CALCUL DE SOMME 


+oo 


E sin(n) , . , 7r — 1 
= /( 1) = 


n= 1 


n 


7 r 7 r 

Pour x = — , ef utiliasant les egalites sin((2n + 1)— ) = (— l) n , et sin(n7r) = 0 

• / "71" \ . / ✓ \ 7T .. 

+°° sin n- +°° • / \ +°° sin (2n + 1 ) — ) +°° / i\r 

f ( n ) = - = V 1 2 = V Sln ( n7r l . v u 2 = V 

J ' 9 ' 4 n 9rj Z^ 9n.4-1 Z_^ 


72=1 72=1 72=0 

5. Soit g la fonction de periode 2 -jt , impaire, definie par : 

( 7T — 1 


2n + 1 


72—0 


2n+ 1 


g{x) = 


-x, si x e]o, 1] 
f(x), si x G [1, 7r] 


(a) Tracer le graphe de g la fonction sur I'intervalle [— 2tt,2tv\. 


+oo 


sm ( to) 

(oi Montrons que pour tout i£l glx) = ) ~ — sm(nx). 

J n z 


72—0 


La fonction g est impaire, done a n = 0 et pour tout n E N* 


b n = — g(x) sin (nx)dx = 


7T 


^ r 1 /*7T 

/ xsin(nx)cL(H — / (71 — x) sin(nx)dx. On pose 

n Jo 71 J i 

, i-l. 1 

b n — 7l H — ^2- 

7 r 7T 


r-1 


1 


/ 1 = / x sin(nx)cLc = — — xcos(nx) 

n . 

1 1 

sin(nx) 


1 1 


-I 


1 


cos(n) 1 

I o 


n 


n * 


J o 


+ / —cos (nx)dx 
Jo 7 0 n 
cos (n) sin(n) 

^ 2 ‘ 
n n z 


f 1 r 

Io = (tv — x) sin (nx)dx = — — (tv — x) cos (ns) 
Jo « L 

7T - 1 , x 1 f • , x 

cos(n) ~ sm(nx) 


1 


to 


n 2 L 


J l 


— cos (nx)dx 
J l jj n 

7T — 1 sin(n) 

cos(n) H ^ — . 


n 




7T — 1 cos(n) 7r — 1 sin(n) 7r — 1 cos(n) 1 sin(n) sin(n) 

Done b n = 1 7, 1 1 o — = q — . 

tv n it n- n n n n z n z 

Comme g est continue partout sur M alors 


+oo 


Vi £ 1 g{x) = ^2 


sin (n) . 

2 — sm(nx). 


n = o 


n * 


( c ) Montrons Vegalite 


+oo . , \ -boo . / \ 

_ /* / \ / \ / \ sm n) , N /sin n \ 

Pour x = 1, on a /( 1) = 5 ( 1 ) et g( 1) = ^ sm ( n ) = ( ~ J 


done 


72—1 


72—1 


+ OO 

£ 

72—1 


sin(n) 


n 


+OO 

£ 

72 — 1 


sin(n) 


n 
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